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Biegung mit Erhaltung zylindrischer konjugierter Systeme. 
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Einleitung. 


Die Biegung von Flächen mit Erhaltung eines Systems konjugierter Kurven gehört 
zwar zu den viel bearbeiteten Fragen der Flächentheorie (Bianchi, Cosserat, Dar- 
boux, Guichard, Stäckel, Voß), doch sind Einzelheiten, vor allem nicht triviale 
Fälle, in denen die vollständige Behandlung möglich ist, bisher nur in kleinerem Umfang 
durchgeführt. Dies gelingt dem Verfasser bei der Forderung, daß die eine Schar des 
konjugierten Netzes zylindrisch sein, also Schattengrenzen bei Parallelbeleuchtung dar- 
stellen soll. 

Wenn die zylindrische Schar isotrop ist, dann hängt die Bestimmung der Biegungen 
nur noch von der Ermittlung der Leitkurve der assoziierten Fläche (Regelfläche aus 


ısotropen Geraden) aus Krümmung und Torsion ab. 
Journal für Mathematik. Bd. 162. Heft 4. 28 
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Im allgemeinen Fall erhält man nur die Affingesimsflächen, d. h. die Flächen, bei 
denen die zylindrische Schar in Tangentialebenen eines Zylinders liegt, die andere in 
den dazu senkrechten Ebenen. 

Auf die Affingesimsflächen führt auch jede der beiden Forderungen, daß die eine 
Schar des Biegungsnetzes eben sein soll, oder daß die Schmiegungsebenen der beiden 
Scharen konjugierter Kurven überall orthogonal sein sollen. 

Nebenbei ergibt sich, daß die von Herrn A. Schur (Math. Zeitschrift 24 (1926), 
530 ff.) hypothetisch im Anschluß an eine nicht ganz eindeutige, ja geradezu irrefüh- 
rende Äußerung von Darboux konstruierten Biegungsfälle viel weniger allgemein sind, 
als aus dem Wortlaut der Arbeit entnommen werden muß. Es bleiben gerade nur die 
Affingesimsflächen, die übrigens dort nicht genauer besprochen werden. 


Kapitel I. 
Gemeinsame Eigenschaften der Flächen, welche eine stetige Biegung mit Erhaltung 
eines konjugierten Systems gestatten. 


$ 1. Die Fundamentalrelation und ihre Deutung. 


Die Fundamentalgleichungen einer Fläche 5 in bezug auf ein konjugiertes System 
lauten: 


BE IL+{,ıN -0: KEG-FP9=LN: m — in +{Yhz ni. 


Bei Biegung mit Erhaltung konjugierter Systeme bleibt LN =_LN = J invariant, L 
und N sind Lösungen derselben Codazzigleichungen: 


{u Erla] 0-0 MlaınHlı)2- 


Setzt man: N=J:L; IN, = LJ.— JLu; so folgt: 
L-{Etlaly 6 Da -tlerH 
Diese Gleichungen sind nur dann verträglich, wenn: Zw — Zu ist: 
tHt7-ulaltlaltıll 
BB + 
tel 


. 


u 
| Sl» 





F 
+7 -02} +larl+elstı h- Ui la+tsllull- 


Soll eine stetige Folge von Biegungen möglich sein, so müssen die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von L gleich sein, also: 


ıh- 1l7+2 ul j-0 
u an lht lalliltlal, 


(21.- (27 + 212} 1} an 








3] 
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Da Lu = Lou, so folgt die mittlere Bedingung aus den beiden andern. 


Für [2 +0, 5 #0 ergibt sich die einfachere Form: 


0 „u, 217} - 0: 


a EB. 
Ze .. 


+2 


Bezeichnen wir kurz die konjugierten Kurven, die bei einer stetigen Aufeinander- 
folge von Biegungen konjugiert bleiben, als Biegungskurven, ihr Netz als Biegungsnetz, 


so folgt: 
Ein System konjugierter Kurven bildet dann und nur dann ein Biegungsnetz, wenn 


die Fundamentalrelation 1 oder 2 erfüllt ist. 

Wir gelangen zu einer Deutung der Fundamentalrelation, wenn wir die | 
des sphärischen Bildes einführen. Es ist: 
3 5 u Az ve ER 22}; 15 Bu Are ee u 15} 
(9) Hu’ LITT Tas’ laI nl’ LI Tzlal 
Da sich die Godazzigleichungen in der Form: 

(4) {7} -[7} _elgN, {2} = re) olgZ 

Nli) \2 ou ’ Li2) lıJ o» 


schreiben lassen, so zeigt eine leichte Umformung, daß die Fundamentalrelation mit der 
Forderung: 


12)’ 12)’ f12}’ 12)’ 
0) 4 -2{, a} -{2) 
äquivalent ist). Es gilt somit: 


12)’ 12)’ 
4 = 9%, ww = 204 Pr; )) = Qu: 





Setzt man: = — = lg y, so folgt: — - (yyı — Yuyı) = - Yuy,; also: 
1 
Yo = (0; y=U-+V; 9=-zZllU HN). 


Die Differentialgleichung: er N -/2} besagt, daß die sphärischen Bildkurven 


des Biegungsnetzes auf S zugleich die sphärischen Bilder der Haupttangentenkurven 


einer Fläche $ sind 2). Ist das Krümmungsmaß von $ in bezug auf die Haupttangenten- 
kurven: 





RER 1 ’ 
ge gu» 80 ist (12 FR . age, er E Mn a; ee = + V: 
een, 2 1 fi seen 

' 2 m’ nme BIO TIT Mm 


') M. E. Cosserat, Sur les systömes conjuges et sur la deformation des surfaces, Comptes Rendus 118 
(1891), 8. 46063. Vgl. auch 4. 

°) U. Dini, Sopra alcune formole generali ..., Annali di Matematica (2) 4 (1869), S. 183 
28* 
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Nennen wir die Flächen $, deren Krümmungsmaß bezogen auf die Haupttangenten- 


hat, nach ihrem Entdecker ?) kurz Bianchische 





je 1 
kurven die Form: KK = — (Ur v% 


Flächen, so gilt: 
Eine Fläche 5 läßt sich dann und nur dann stetig so verbiegen, daß ein konjugiertes 
System konjugiert bleibt, wenn das sphärische Bild des konjugierten Systems zugleich das 


sphärische Bild der Haupttangentenkurven einer Bianchischen Fläche $ ist ®). 
Die Flächen $ und $ heißen assoziiert. 


8 2. Die assoziierten Flächen 8 und 8. 


Die Flächen S, welche die sphärischen Kurven u, v als Bild ihrer Haupttangenten- 
kurven haben, erfüllen die Gleichungen: 


01 12)’, 01 12) M Rn 1 
(1) Be__ 211,08 -_2['}, wobei: ge - 


Die sphärischen Kurven sind also nur dann Bilder von Haupttangentenkurven, wenn 


eg — 2 ist 5). Ist diese Bedingung erfüllt, und sind die Richtungskosinus der 


Normalen bekannt, dann ergeben sich die Flächen S durch Quadraturen: 











> ui ir aan 
(2) AU ) Fr Nah Each 
Kennt man die Richtungskosinus der Normalen nicht, so ist zu ihrer Bestimmung die 
Integration einer Riccatischen Differentialgleichung erforderlich. 

Die Flächen 5, welche die sphärischen Kurven u, v als Bilder eines konjugierten 
Systems haben, erfüllen die Gleichungen: 


ee 


Sind Z und N Lösungen dieses Systems, und sind die Richtungskosinus der Nor- 
malen bekannt, so erhält man die Flächen $ durch Quadraturen: 








aöe L . PER N 7 
(4) nn I EEE TE: en )- 
Zwischen zwei assoziierten Flächen S und $ bestehen also die Beziehungen: 
Be Tl A . . 2: 
(5) = N = 7 Lu; 


Die Assoziierte $ von $ ergibt sich durch Quadraturen, die Rückassoziierte S 
von S ebenfalls, sobald man Lösungen L, N des Systems 3 kennt. 

Die Bestimmung aller Bianchischen Flächen, der Assoziierten der Flächen mit 
Biegungsnetz, erfordert die Integration einer partiellen Differentialgleichung vierter 
Ordnung. Da nämlich: 


3) L. Bianchi, Sopra alcune nuove classi di superficie ....., Annali di Matematica (2) 18 (18%), 
S. 330—340. 

#) L. Bianchi, Differentialgeometrie, deutsch von Lukat, B. G. Teubner, Berlin u. Leipzig, 2. Auflage 
(1910), S. 342—44. 

5) Vgl. 2. 

6) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 126. 

?) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 134. 
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12 2)’ j 
(6) 21, +20, N; 2215| +2rlıh, 
v’ ’ ‚ ‚ 
so ist: ateg evtl - 0; te gen tier - 0, 
oder: [(U+V),=-fU; [(g(U+V.=-fV'. 
Setzt man f = — Qu, so folgt durch Integration: 


e(U+V)= Q,U’+Ur gU+V)=-2,V’+V*. 
Das Bogenelement des sphärischen Bildes lautet somit: 
u 2, V’+ V* 
ULV du Am dudv + - TEr 
Da die Krümmung der Form do? den Wert + 1 haben muß, so ergibt sich für 2 eine 
partielle Differentialgleichung vierter Ordnung. Ist 2 eine Lösung, dann ist: 


(7) do? = de. 








12)’ 10 12)’ 10 
1-2 8W4n: (2) = -gulutn: 
und es existiert eine Fläche $ mit dem Krümmungsmaß: K = — (Ü eng und den 
| Fundamentalgrößen: 
(8) E=-(U+V)(Q U’+U*; F=(U+V% Qu; G=(U+V)(Q, V’+V*); 


L=0; M=(Q,U’+ U*r)(Q, V’’+ V*) —- Q(U+V% N=0. 
Für die Fundamentalgrößen E,F,G der Rückassoziierten 5 folgt nach 5: 














; L? ee # LN er 
F 9) Ee=-WFrWe Be Federn er 
Em = E 


= (U + V)? (eg — a” 

wobei Z und N Lösungen des Systems 3 sind. Stellt X das Krümmungsmaß von S$ dar, 
so folgt aus 9: 

4 (10) KF=—f= Qu; also: 

| f Ist eine Fläche 5 mit Erhaltung eines konjugierten Systems verbiegbar, so bleibt bei 





Biegung f invariant, und die Werte 2 der Assoziierten der Biegungsflächen erfüllen die 
Beziehung: 


Du 1. Dun . 


$ 3. Zusammenhang zwischen den Biegungsflächen und ihren Assoziierten. 


DaLN=LN biegungsinvariant sein soll, so gilt: L=4AL; N = = Setzt man 


2=1+ =, so lauten die Codazzigleichungen: 


(1) lg id ai A 215}: n u. ll 


| Da dieses System nicht mehr als eine Lösung haben kann, sofern es nicht unbe- 
N schränkt integrierbar ist, so gilt: 

| Gestattet eine Fläche mehr als eine Verbiegung, bei der ein konjugiertes System kon- 
Jugiert bleibt, so gestattet sie eine stetige Folge solcher Verbiegungen ®). Speziell für Biegungs- 
netze folgt: 


—— 


——— 


8) Vgl. 4. 
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) HN HEBUHN-O gr + ZU +N=0; 


integriert: (+1) (U+V)= V*; v(U+V)=Ü*, wegen: UÜ*-U+-V=V* 
folgt: UF =c— U; V*=c+V, somit: 


ac BE PR und: 





c-U’ 9 Ne-V ct v' 
Die Biegungen mit Erhaltung konjugierter Systeme hängen also nur von einer will- 
kürlichen Konstanten c ab. Ferner: Lassen sich auf der Ausgangsfläche die Haupttangenten- 


kurven durch Quadraturen bestimmen, so gilt dies auch für jede Biegungsfläche. 
Da bei Biegung die Größen: 


DE urn 
ıIEN WIM 1 A a 
ungeändert bleiben, so folgt wegen 3: 

v’ „ei AM. ee —-UÜ U’ 
Ur-Ve-U U+NV TrYye+!r 
Uk- up _U 
verm vw 











(4) 





also: 





Durch Division folgt: 





kml); Pekigmn-tulen): 
k 




















integriert: U= —ythi = er 
Da: (e- U)(e+Y)(U+V,=KU+V)t+(kit+k)(e— U)(c+ V), so folgt: 
U Zu u A 
a er u 
v’ c+HV _ v’ 2 
49H ger Ar -Dern 'r. 


es muß also: Ak, + A, =0 sein. 

Für die Assoziierten der Biegungsflächen gilt somit: 
k u 2% „Su AU: TER CH 
ger ae nl Zah (e— U)(c+V)’ u = er 


Da sich für c> oo die Ausgangsfläche ergeben muß, also: U+V=U-+V sein muß, 
so folgt: k = c? und: 


U= 














a0 Ba Br SR 
9 ID- gta U4HI-emam 7--747-% 


Schreibt man die Codazzigleichungen in der Form: 
olgL_ 7 7}; olgN en ei 
ir Austrlıl u laltrla 


und setzt man: “y = ler. ee = ar so folgt: 


% 2 ou 





D n nn an a sag Ta a er RR ER TORTE SET. EUR ONE, a 
RER EEE NEN ARE RR ge! Abi RR fe a 





R 
A 
N 
3 
= 
x 
! 














V* 


ll- 











ke WR RE ee et A ne te 





N NER UNERNNN 
2 2 0 
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olgL olgp © 

PD 7) 0v 
U*o V*y 

N= 

VU+V v’ VU+V 

Auf Biegungsnetzen mit gleichen Invarianten (9 = y) ergeben sich die Haupt- 

tangentenkurven durch Quadraturen. Umgekehrt gilt: Läßt sich ein Biegungsnetz durch 

Eichung der Parameter auf die isotherm-konjugierte Form bringen, so hat es gleiche 


Invarianten. 
Für die Normalkrümmungen und geodätischen Torsionen der Parameterkurven 


gelten die Formeln: 
A Te: GE u FN A FL 


tu EG De Bu 
Für die Biegungsflächen un daher: 


6) 1..V24 3 c+V. n 1 I, 4-4) 
m cr vr’ £ nv ur u T, TVe-D 


Bei Biegung nn sich die u an und geodätische Torsion der 








TLYV. U 9, ve. 
lgyU+ v; u Mm er 3, I8VU+ v; 








; somit gilt: 





integriert: L = 








Parameterkurven u = const. mit dem Faktor: 7: die der Parameterkurven 
v= const. mit dem Faktor: ) 7, . Die Größen: 
T,|\_In| _D_ Sc 
(7) a Ze tea; (& = Winkel der Parameterkurven) 











bleiben daher bei Biegung mit Erhaltung konjugierter Systeme invarıant. 


S 4. Die zugehörigen Strahlensysteme. 
Sind die sphärischen Kurven Bild eines konjugierten Systems der Enveloppe 5 


der Ebenen: 2x X = W, so genügen die Ebenenkoordinaten: X, Y,Z, W ein- und der- 
selben Laplacegleichung: 


(1) 9-[Y} 9. +ß, ’\9.- 10. 
Jede von X, Y,Z linear unabhängige Lösung W liefert eine Fläche $. Die Laplace- 


gleichung 1 ist die adjungierte der Gleichung: 


a + ara Hlatrne- 


von der die Bestimmung derjenigen Strahlensysteme abhängt, welche die sphärischen 
Kurven als Bild ihrer Torsen haben®). Ist 9 Lösung von 1, so ist es auch cd, und die ©0® 
Normalebenen der Systemstrahlen umhüllen ©! Flächen S(c#), so daß den Torsen des 


Systems auf den Flächen S konjugierte Systeme entsprechen, die mit den Torsen das 
sphärische Bild gemein haben. Sind die sphärischen Kurven Bild der Haupttangenten- 


kurven einer Fläche 5, so sind die Strahlensysteme Ribaucoursche Strahlensysteme, 
und die Flächen 5 sind die Assoziierten von S. Sind insbesondere die Flächen $ Bianchi- 
sche Flächen, so gestatten die Enveloppen $ eine Biegung mit Erhaltung des konjugierten 
Systems. Die zugehörigen Laplacegleichungen sind: 





°) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 282. 
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(3) da + 18 VÜFV dt lg VOFV +70 =0. 
1) 1 1 uU’y’ 
(4) tg tie VU+Vv ur + + wer] e = 


Diese Gleichungen lassen sich vermöge der Substitutionen: 
oYU+V=9; o= yYU-+ V auf die Moutardsche Form bringen: 


(5) ‚-(-Zwam-Nei 
(6) Yıv 7 (- Z ev f) Y. 


Da also @ und » derselben Moutardschen Gleichung genügen, so folgt: Ist # Lösung 
von 3, so ist (U + V)® Lösung von 4, ist o Lösung von 4, so ist o:(U + V) Lösung 
von 3. 

Die Strahlensysteme, deren Torsen dasselbe sphärische Bild wie die Haupt- 
tangentenkurven einer Bianchischen Fläche haben, welche also der Bedingung: 
4 =- 27} 15) = 5 } genügen, sind identisch mit den unendlich-zyklischen 
Strahlensystemen, welche auf unendlich viele Arten als Achsenkongruenz normaler 
Kreissysteme betrachtet werden können !%). Da nach Ribaucour den Torsen des 
Achsensystems auf der Enveloppe der Kreisebenen eines jeden normalen Kreissystems 
ein konjugiertes System entspricht, so gilt: 

Die Rückassoziierten der Bianchischen Flächen, also die Flächen, welche eine stetige 
Biegung mit Erhaltung eines konjugierten Systems gestatten, sind identisch mit den Enve- 
loppen der Kreisebenen der normalen Kreissysteme, deren Achsen unendlich-zyklisch sind "). 
Gestattet das konjugierte System eine und nur eine Biegung, bei der es konjugiert bleibt, 
so hat das System $3,1 und folglich auch das System: 


u coso —=2(cosc + 1) np 


das durch die Substitution: cosa + 1 = — 2» daraus hervorgeht, eine und nur eine 
Lösung. Da 7 für coso die Beziehung: 


(8) 12}. lol, -i ullaltbal 
liefert, so folgt: Eine Fläche 5 läßt sich dann und nur dann auf eine einzige Weise so 
verbiegen, daß ein konjugiertes System konjugiert bleibt, wenn der Wert 8 für cos o 
dem System 7 genügt"). Aus 7 folgt ferner für die zugehörigen Strahlensysteme: 


Gestattet ein konjugiertes System eine und nur eine endliche Biegung, bei der es kon- 
jugiert bleibt, so sind die Strahlensysteme, welche das sphärische Bild des konjugierten 


Systems als Bild ihrer Torsen haben, zyklisch“). Da 7} = == er die Bedingung für 


(7) a coso =2(cosco — 1) 15}; 


1 2 
Ribaucoursche Strahlensysteme ist, so folgt: 
Ist ein Ribaucoursches Strahlensystem zyklisch, so ist es unendlich-zyklisch. Da 
die Bedingung für zyklische Strahlensysteme nur vom sphärischen Bild der Torsen 





10) L. Bianchi, Sopra alcune nuove classi di superficie ..., Annali di Matematica, (2) 18 (18%), 
S. 314-830. 

1) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 354—56. Vgl. auch 1. 

12) Vgl. 1. 
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abhängt, so sind alle Strahlensysteme, die mit einem zyklischen das sphärische Bild 
der Torsen gemein haben, gleichfalls zyklisch. Daraus folgt: 

Gestattet eine Fläche eine einzige Biegung mit Erhaltung der Krümmungslinien, so 
bilden ihre Normalen ein zyklisches Strahlensystem. Die Normalen der Flächen, die eine 
stetige Folge von Biegungen mit Erhaltung der Krümmungslinien gestatten, bilden ein unend- 
lich-zyklisches Strahlensystem "?). 

Ist o eine Lösung von 4, so stellen die Gleichungen: 

(9) Tu - (u - ya e)X- oA, o=— (0 — ir 70) X + 0X., 
(wobei die X die Richtungscosinus der Strahlen bedeuten), die Mittelfläche eines un- 
endlich-zyklischen Strahlensystems dar. Ist ö = o cos oa die Entfernung des Kreismittel- 
punkts: x, vom Strahlenmittelpunkt z und R = osin o der Radius des Kreises, so er- 
gibt sich für o das integrable System '®): 


0 U’ ö v’ 
(10) Br we - Yyzy 5, 008 0 = — (cos + 1) Urv 


integriert: (coso — 1) (U + V) = V*; (coso+1)(U-+ V) = U*. 
Da „*+2U-+2V = Ü*, so folgt: U* = 2 U +2k; V*= —2V +2k; also gilt: 
(11) tung g = 74; 008 = ch ind 
Da den Torsen des Strahlensystems auf der Enveloppe der Kreisebenen ein konjugiertes 
System entspricht, so ist der Abstand # der Hüllebenen vom Koordinatenanfang: 
U—V+C 
U+V 








(12) = 21X-+o Lösung von 32). 





$ 5. Die Abbildung nach parallelen Tangenten. 


Die Abbildung nach parallelen Tangenten '*) an die Parameterkurven ist nur 
möglich, wenn das System konjugiert ist, denn aus: tr, = Pr,; rt, = Or, folgt wegen: 
Es 00 Eon : 

P, Qu 
In = = B_g0h4rp_g 
Da: DM = (£,14%) = PRO (Eutut) = P2QDM, so gilt: 

Die Abbildung nach parallelen Tangenten führt konjugierte Systeme in konjugierte 
Systeme über. Da die Bedingung 6 des $ 1 für Biegungsnetze nur vom sphärischen Bild 
abhängt, und da die Abbildung nach parallelen Tangenten eine spezielle Abbildung 


nach parallelen Normalen ist, so führt sie Biegungsnetze in Biegungsnetze über. Da 
ferner: 


E=-PE;, F=PQOF; G=QG, 

so führt die Abbildung nach parallelen Tangenten Flächenpaare, die mit Erhaltung 
eines konjugierten Systems aufeinander verbiegbar sind, in ebensolche Flächenpaare 
über, insbesondere führt sie Biegungsgruppen mit Erhaltung konjugierter Systeme in 
ebensolche über. Bei Abbildung nach parallelen Tangenten gehen konjugierte Systeme, 
deren Schmiegebenen orthogonal, deren Kurven eben oder geodätisch sind, in eben- 
solche über, denn es gilt: 


13) Vgl. 11. 
\4) Peterson, Über Kurven und Flächen, Moskau und Leipzig, $ 22. Vgl. auch P. Stäckel, Biegungen 
und konjugierte Systeme, Mathematische Annalen 49 (1896), S. 255—260. 
Journal für Mathematik. Bd. 162. Heft 4. 29 
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1. (Tun X Eu) (Evo X To) = P? Oli X Eu) (Em X Lo); 
2. (Luuu Luu Lu) . p! (Lu Luu Lu); 


. D 
3. (Kfuutu) = P?Q 7 Ki Lu)» 


Minimalkurven bleiben bei Abbildung nach parallelen Tangenten erhalten. 


: Kapitel II. 
Die Flächen mit geodätischen Biegungskurven. 


S1. Die Flächen mit zwei Scharen geodätischer Biegungskurven. 


Die Fundamentalrelation I, $1,1 ist identisch erfüllt, wenn die konjugierten 
Kurven geodätisch sind, wenn: 
(1) ” =(; 4 =( ist. Somit gilt: 


Flächen mit einem konjugierten System geodätischer Kurven lassen sich mit Er- 
haltung dieses Systems verbiegen. Sie werden Voßflächen ®) genannt. Bei der Biegung 
ändern sich nach I, $3, 3 die Fundamentalgrößen Z und N nur um konstante Faktoren. 


(2) L=cL: N=-N. 


Da für geodätische Linien die geodätische Torsion mit der gewöhnlichen Torsion n 


die Normalkrümmung mit der gewöhnlichen Krümmung zusammenfällt, so gilt 


nach I, $3,9: 


Bei Biegungen, welche geodätisch konjugierte Systeme in ebensolche überführen, multi- 
plizieren sich Krümmung und Torsion der einen Schar von Parameterkurven mit demselben 


Faktor c, die der anderen Schar mit dem reziproken Faktor ar und es sind die Größen: 














Ir 1 1 
3 u u X; 
(9) 0 | 0a F 5 Tj' Tg 0ı1°0e 
Invarianten dieser Biegungen *%). Wegen 1 gilt nach I, $1,4: 
(4) nr == (0): 12) =0; also wegen I, $1,7: 
— 4 
U =0; V”’=-0; Vo; V-o,; io As A 
e u (c, + 63)? 


Die Voßflächen sind die Rückassoziüerten der pseudosphärischen Flächen "). Die 
pseudosphärischen Flächen U = c,, V =, ergeben sich aus den Bianchischen Flächen 
durch die Forderung, daß die beiden Scharen von Haupttangentenkurven konstante 
Torsıon haben sollen. Für das Bogenelement der pseudosphärischen Flächen erhält 
man bei geeigneter Parameterwahl die bekannte Form: 


(5) ds? = du? +2 F du dv + d%. 


Da die Krümmung dieser Form den Wert — 1 haben muß, so ergibt sich für F die 





15) A. Voß, Über die Flächen, auf denen zwei Scharen geodätischer Linien ein konjugiertes System 
bilden, Münchner Sitzungsberichte 1888, S. 95—102. 

ı*) B. Gambier, Surfaces de Voß et Guichard ..., Acta Mathematica 51 (1928), S. 92. Vgl. auch 4. 

17) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 290—91. 
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partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: — ı-R- nd Fr ‚ die für 
1— F? 
F = cos p die Form: 
(6) Im > Sin 
annimmt. 


Die zugehörigen unendlich-zyklischen Strahlensysteme sind die, welche zum 
sphärischen Bild der Torsen das der Haupttangentenkurven einer pseudosphärischen 
Fläche haben. Nach I, $4, 3, 4 sind die Ebenenkoordinaten X, Y,Z, W und auch o 
Lösungen von: 

(7) Yw = Y%Cosp, wobei @ Lösung von 6 ist. 

Diese Strahlensysteme werden Guichardsysteme ') genannt. Wegen 4 gilt für die 
konjugierten Systeme, in denen die Guichardstrahlen ihre Brennflächen G, und G, be- 
rühren: 

(8) F,=0; F,=0; d.h. 

Die Guichardstrahlen berühren ihre Brennflächen in Krümmungslinien. Die Flächen 
G, und G, heißen Guichardflächen ®). Nach I, $4, 12 umhüllen die Normalebenen: 


GG —-6&+tec 
(9) 9=2xıX-+o 
der Guichardstrahlen Voßflächen. Für c=2c, c=— 2c, folgt: 
(10) »=2ıX-+o, 
woraus folgt: 
Die Evolutenflächen der Guichardflächen sind Voßflächen ”). Für c= — (c, — 65) 


folgt wegen 9 = 2 xX: 

Die Mittelenveloppe eines Guichardsystems ist Voßfläche 2°). Die Voßflächen gehen 
nach I, $5,3 bei Abbildung nach parallelen Tangenten wieder in Voßflächen über. 
Dasselbe gilt für Guichardflächen, denn jedes Strahlensystem parallel zu einem Guichard- 
system ist wieder ein Guichardsystem, und seine Brennflächen sind daher wieder 
Guichardflächen ?!). 


$ 2. Die Flächen mit einer Schar geodätischer Biegungskurven. 


Die Flächen V mit einer Schar geodätischer Biegungskurven besitzen ganz ähn- 
liche Eigenschaften wie die Voßflächen. Sind die Kurven v = const. geodätisch, so 


folgt wegen: 5 = (0: 





12)’ Pi ” un Zu 1 . u 
(1) es =0; ’=0; V=&5 R=- yon dh: 


Die Flächen mit einer Schar geodätischer Biegungskurven sind die Assoziierten der 


Bianchischen Flächen: K = die dadurch charakterisiert sind, daß die Haupt- 


1 
(Wr 





18) G@. Guichard, Surfaces rapportees ä leurs lignes asymptotiques et congruences rapport6es ä leurs d6- 
velopables, Annales Scientifiques de l’Ecole Normale Superieure (3) 6 (1889), S. 346—48. 

19) @. Guichard, Recherches sur les surfaces ä courbure totale constante et sur certaines surfaces, qui 
s’y rattachent, Annales Scientifiques de l’Ecole Normale Superieure (3) 7 (1890), S. 233—64. 

20) Vgl. 11. 

2!) @. Guichard, Sur les reseaux conjuges, dont les courbes d’un systöme sont des geodesiques, Comptes 
Rendus 128 (1899), S. 599—601. 


29” 
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tangentenkurven u = const. konstante Torsion besitzen *). Für das Bogenelement dieser 
Flächen folgt nach I, $2, 8: 

(2) ds? = (U+c)(QUU’+ V*,du +(U-+ ec) Au dudv+(U-+c) V*d%. 
Die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung für 2 reduziert sich auf eine 
partielle Differentialgleichung dritter Ordnung für Q, 22). 


Für die Fundamentalgrößen Z und N der Biegungsflächen der Flächen V folgt 
nach I, 83,3: 


Eu / A has 
(3) L=L -_V B-nyez 
Nach I, 83,9 gilt: 
Bei Biegung mit Erhaltung des konjugierten Systems mit einer Schar geodätischer 


Kurven multiplizieren sich die Normalkrümmungen und geodätischen Torsionen der Kurven 


u = k mit den konstanten Faktoren: k u die Krümmungen =. und Tor- 


Äh 1 o- 
sionen —- der geodätischen Kurven v = const. mit demselben Faktor: VE: die 


Ty 

















’ 2, 
Größe: —- ist biegungsinvariant. 


Die Größen XYU-+c, YYU-+c, ZYU-+c, o:YU-+c, der zugehörigen un- 
endlich-zyklischen Strahlensysteme C erfüllen nach I, $ 4, 5, 6 die Laplacegleichung: 


(4) Ywrfy=t. 
Ist {= — Qu, so genügt Q, der obigen partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung. 


Wegen ” = (0 ist für die eine Brennfläche: F, =0, d.h.: 


Die C-Strahlensysteme berühren die eine Brennfläche G in Krümmungslinien ®). 


Nach I, $ 4, 10 umhüllen die Normalebenen der C-Strahlen, die vom Koordinatenanfang 
den Abstand: 


(5) d = ZrX-+o T 





haben, Flächen, welche sich mit Erhaltung eines konjugierten Systems mit einer Schar 
geodätischer Kurven verbiegen lassen. Für c = 2c folgt: 9 = ZxX + o; somit gilt: 


Ein Evolutenmantel der Brennfläche G eines C-Systems, welche von den C-Strahlen 
längs Krümmungslinien berührt wird, ist V-Fläche ®2). Die V-Flächen gehen bei Ab- 
bildung nach parallelen Tangenten wieder in V-Flächen über, ebenso die Flächen G, 
denn jedes Strahlensystem parallel zu einem C-System ist wieder ein C-System, und 
eine Brennfläche ist daher wieder eine Fläche G 2). 


Kapitel III. 
Die Flächen mit ebenen Biegungskurven. 


S 1. Die Flächen mit einer Schar ebener Biegungskurven. 
Die Kurven u, v sind eben, wenn die Determinanten: 


(1) (Eu Eu Eu) u. 0; (Eorı En Eu) = (0 
22) L. Bianchi, Sopra alcune nuove classi di superficie ..., Annali di Matematica (2) 18 (18%), 
S. 340—849. 


23) Vgl. 21. 
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sind. Da die Koordinaten jeder Fläche den Grundgleichungen: 


Luu =, +%r,+L%; 
(2) „webutbr+ MR; 
Lv =4u t+%a%+N% 
genügen, so ist: 
Eu = aubu + au, + Luk + ala + at, HL) + abi, + ber, + MR) + LE; 
im = nit a + N+abun + HMM) tan tal NM + NK; 
Euuu =04 Lu + Rt, + A;K + L&u; Loov ßı Lu + Pat, + P3& + N&.; 
H=mtaitab; But; tab;  =L+aL+9,M; 
A swmtabtacı hRA=-mtcab+K; =N.t+aM+oN; 
L? 
(Eu Bun ie) =D (XL or %34;) + D (FL- EM) =0; 
(3) 
N? , 
(Ein Er &) = D(- BIN + Be) + (GM — FN) =0. 


Sind beide Kurvenscharen eben, so gelten also die Gleichungen: 

(4) D?(&,L— a,L, — aaaL— aM)+L?(FL— EM) =; 
D?(—ß$, N +aN+c6a N+@M)+N?(— FN-+GM) =. 
Sind insbesondere die ebenen Kurven konjugiert, so folgt: 

(5) D4&?®L — a,Lu— a,a,L) + FL? = Day + a,b,)L— 0,D?L,+ FI? =0); 
D{—B,N + cN,+c%N) — FN®? = DA— cc» — c5,)N+c, DEN, FN?=0; 
außerdem erfüllen die konjugierten Kurven die 3 Fundamentalgleichungen: 

L,—-b,L+4,N=0; J=LN=KD; N-bN+cL=0; 


für 
a} 4 a a 3 
L=o; L= m (N — JN); N u a N=7r(lWJu— JL) 
folgt: 
NJ,—-JN,-—b,JN+aN?=0; LJ„—- JLu.-bJL+c1’=0; 
also: 


N, -N(7 m b)+ ns; L. -1(7 = b,)+ E12. 


Setzt man die Werte von ZL, und N, in den Ebenenbedingungen 5 ein, so folgt: 








[ - r 
+24, 124 5-0] 2=oLter=0; 
er +2abı — a 7 N+ - a N =bBN+eN3=0. 














Ist das konjugierte Netz Biegungsnetz, so ist nach I, $1,1:a=5b=0. Ist also nur 
eine Schar (z. B. v = const.) eben, so folgt wegen a =(0, daßc =Pist. Ist aber b = (0 
und c =(), so ist auch die zweite Schar eben. Die Bedingung c = 0 läßt sıch leicht geo- 
metrisch deuten. Wegen 2 ist: 
Lu x Luu . Lu x (azt, + L%); I, x Ire . I, x (c, L, Tr Nx); 

also: 

(X Eu) (Er X Er) = Flaac F+LN)— ac EG=LNF — a,c,D? proportional c; 
c=0( ist also die Bedingung für die Orthogonalität der Schmiegebenen. Wir haben 
somit das Ergebnis: 
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Ein konjugiertes System mit einer Schar ebener Kurven ist dann und nur dann 
Biegungsnetz, wenn auch die zweite Schar eben ıst, und die Ebenen beider Scharen ortho- 
gonal sind. 

Schreibt man die Bedingung für die Orthogonalität der Schmiegebenen in der 
Form: (KD®? + M?) F = a;c,D?, so sieht man, daß eine Biegung mit Erhaltung ortho- 
gonaler Schmiegebenen nur möglich ist, wenn M biegungsinvariant ist. Insbesondere 
gilt für M = 0: 

Bleibt bei einer Biegung ein schmiegorthogonales konjugiertes System konjugiert, 
so bleibt es schmiegorthogonal. Ebenso gilt: Bleibt bei einer Biegung ein schmiegortho- 
gonales konjugiertes System schmiegorthogonal, so bleibt es konjugiert. 


Da bei einer Biegung mit Erhaltung des konjugierten Systems c = 0 und außer- 


dem a = 0 und b = 0 bleibt, da ferner LN =LN = J,undZ und N denselben Codazzi- 
gleichungen wie Z und N genügen, so müssen die Kurven bei solchen Biegungen eben 
bleiben. Also: 

Ein Biegungsnetz mit zwei Scharen ebener Kurven in orthogonalen Ebenen bleibt 
bei Biegungen, welche das konjugierte System wieder in ein konjugiertes System überführen, 
erhalten. Umgekehrt gilt: 

Jedes konjugierte System mit zwei Scharen ebener Kurven in orthogonalen Ebenen 
gestattet eine stetige Folge von Verbiegungen, bei der das System konjugiert bleibt, und beide 
Scharen dauernd in orthogonalen Ebenen bleiben. Ferner gilt: 

In jedem schmiegorthogonalen Biegungsnetz sind beide Scharen eben *). 


$ 2. Die Flächen mit zwei Scharen ebener Biegungskurven. 


Da jede Ebene der einen Schar alle Ebenen der anderen Schar senkrecht schneiden 
muß, so umhüllen die Ebenen der zweiten Schar einen Zylinder, der von allen Ebenen 
der ersten Schar orthogonal geschnitten wird. Bei den ebenen Biegungsnetzen muß 
also eine Schar in parallelen Ebenen liegen und die andere Schar von den Berührungs- 
ebenen eines dazu senkrechten Zylinders ausgeschnitten werden. Wir erhalten drei 
Typen von Flächen, je nachdem der Zylinder in eine uneigentliche Gerade, in eine eigent- 
liche Gerade entartet, oder nicht entartet. Im ersten Fall erhalten wir Schiebflächen, 
deren erzeugende Kurven in orthogonalen Ebenen liegen, denn aus: z=u, y=v, 
z=f(u,v) folgt wegen: 








Im zweiten Fall erhalten wir die achsenaffinen Flächen #), denn aus: x =fcosv, 
y=fsinv, z= u folgt wegen: 

f,cos v — fsin v f"„eosv—f„sinv| 

f,‚sinv+fcosv  fusinv-+ f, cos v 


Pr sr - pr 
Fi “. Jah: 0, oder: du dv . 0, also f = UV. 


M= 





Im dritten, allgemeinen Fall erhalten wir die „Affingesimsflächen mit zylindrischer 
Abwicklung“. 


*) Diese von Herrn Professor Dr. Liebmann angeregte Fragestellung war der Ausgangspunkt der vor- 
liegenden Arbeit. 

2+) (/. Darboux, Legons sur la th6orie generale des surfaces, 2. Auflage I (1915), S. 182—83. Vgl. auch: 
M. Lagally, Über gewisse Verbiegungen der achsenaffinen Flächen, Münchner Sitzungsberichte 1919, $. 369—379. 
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Ist v die Bogenlänge der Leitkurve: 2=£(v), y=n(v), z= 0 des Zylinders, 
so ist: ?+ 7? =-1; + nn’ =0; Er? + N? = a Die Flächengleichung lautet: 


ee = | HT HET EN HEN. 
satten y-nıran am Wem He u lt) 





folgt: A + dh MO, sofern A = % > -ı ie ae n u 0, 
oder integriert: Et - -=V. 

Wir setzen: f = y, wobei ae v,o=TU, er" —_ U,V,; dann folgt: 
1+4,=1+99+ 99 = Vyy; also: y,=— ri y=- - | + 9a somit: 
f= 99 = UV, (U, - vr Sm) -r’(@- T)- 


Die Flächengleichung erhält somit die Form: 
’ dv ” "UV T dv . - 
=: + 8 v(U- (®); y-ntnv(u- [PM z=u. 
Die Gleichung zeigt, daß die Meridiane v = const. affin verzerrt und in ihrer Ebene 


um die Strecke V f = gegen die zugehörige Zylindererzeugende verschoben werden. 


Für V = const. tritt keine Verzerrung auf, die Verschiebung ist gleich der Bogenlänge v, 
die Punkte der Meridiane beschreiben Planevolventen, die Fläche ist Gesimsfläche mit 
zylindrischer Abwicklung. 


$ 3. Ausführung der Biegung der Affingesimsflächen. 
Wir schreiben die Leitkurve des Zylinders in der Form: 


(1) £ - [on Da; N | sin U dv, 


wo v die Bogenlänge bedeutet und der Zylinder so gelegt ist, daß er bei v = 0 die Ebene 
y=0 längs der z-Achse berührt. Zwei Affingesimsflächen, deren Lage so normiert 
ist, haben dann die Gleichungen: 


= [ocf® ")dav+ cos( f ) ve) U (W) - ah 
v-| iin (J e do+ sin fe uw yap:-u 
0 Ö Ö 


v(e) o(e) e(e) an 
= Jos !z .) div) + cos ( FA) ZORLZO -| ve 
v(o) v(e) e) 


v= Jan Plöpyan + un) nf [Hin] == u 
0 0 


Sie sind aufeinander verbiegbar, wenn ihre Fundamentalgrößen erster Ordnung über- 
einstimmen, wenn also: 
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F= vV’U(U - Nu wu(ü- 2): 


6 = (v4 Bu - fi 0 


Aus der dritten Gleichung folgt zunächst, daß sich U von U nur um einen konstanten 
Faktor unterscheiden darf; dieser kann aber, wie aus der Flächengleichung ersichtlich 
ist, in die Funktion V hineingezogen werden, also unbeschadet der Allgemeinheit = 1 


gesetzt werden. Also: U(u) = U(u). Ferner muß sein: 


RA .. oder: v(v) = ar -/ AuUEES Rn v, 


Ye)  YV) 
denn aus der zweiten Gleichung folgt: 
Ver) Vo) = VW) VW; VW) = VW) +K; VW)=YV!W+K. 
Aus der ersten Gleichung folgt weiter: 
a’?(u) =1— KU’(u) oder: u(u) = [Yi — KU’%(u) du. 


Aus der dritten Gleichung folgt für die Krümmung des neuen Leitzylinders wegen: 
































.. de. , V?(v) %2(v) _ V2(v) V’2(v) | (V2(v) + K)®, 
FRET = /"0+ (0) PEW)HK ' Velo)ro) 
2 V? 2 V’2 
| er 2 - al; r(K=0)=r; d%(K=0)=ov; also: 














1 v» T[ vaK v2] 1 V V’2K Z 
GM) a-mrrmnerRt .] art r 


Die Gleichungen: 


2 St 
— (/ Varr+% tz 7 er 2) 
SV 2 um: dv 
Pe j [ vs me; e En VPFRU -/), 


m fvi= K U”%(u) du 
0 



































ergeben also allein durch Quadraturen eine von einer willkürlichen konstanten X abhängige 
Gruppe aufeinander verbiegbarer Affingesimsflächen. Bedenkt man, daß 


U=U; V=yYV?+K; [Yi—-KUrüu=u 


gerade entsprechende Meridiane aufeinander verbiegbarer achsenaffiner Flächen sind, 
so folgt: 
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Hat man oo! aufeinander verbiegbare achsenaffine Flächen und läßt man die Ebenen 
v? | V'’?K v? 





B.. 
r? (V2+-K)lv2+K Tr 7008 
so gleiten, daß sich die Abstände der Meridianpunkte von den Berührungserzeugenden um: 


der zu jeder Fläche K gehörigen Meridiane auf Zylindern: 


Yv?®+K f ” verringern und zwischen entsprechenden Bogen der Leitkurven die Be- 
VV+K 
V 





ziehung: v(K) = [ 0v besteht, so erhält man w! aufeinander verbiegbare 


Affingesimsflächen. Da der Leitzylinder =; willkürlich gewählt werden kann, so 
gewinnt man auf diese Weise aus einer Biegungsgruppe achsenaffiner Flächen unendlich 
viele Biegungsgruppen von Affingesimsflächen mit zylindrischer Abwicklung. 
Speziell für V = 1 erhält man die Biegung der Gesimsflächen mit zylindrischer 
Abwicklung: U=U; V=yY1+K; =vy1+K; u= [fi - KURü; r=r(i+k). 
0 


1 dt 1 1 1 dr .. 0 1 dr Ras T 
FT TER F TITLE so ist: ae MER I’ also: r = MER 
In diesem Fall lautet der obige Satz: 

Hat man co! aufeinander verbiegbare Drehflächen und rollt man die Ebenen der zu 
jeder Drehfläche K gehörigen Meridiane auf Zylindern: r=r(0)(1 + K) ab, so daß ent- 
sprechende Bogen der Leitkurven sich wie YL+ K :1 verhalten, so erhält man &! auf- 
einander verbiegbare Gesimsflächen mit zylindrischer Abwicklung. Da r(0) willkürlich 
ist, erhält man unendlich viele Biegungsgruppen. Dieser Vorgang wird am anschaulichsten 
in dem Fall, wo die Leitkurve ein Kreis r = const. ist. Wir betrachten einen geodätischen 
Breitenkreis U’ =0, U=ain der Ebene z=0. Sei X =3. Ihm entspricht bei der 
Biegung wieder ein geodätischer Breitenkreis U =2ain z=0. Dem Bogen v des Leit- 
kreises r =centspricht der Bogen 2v des neuen Leitkreises r =4c, dem Tangentenwinkel r 


Da: 





des Leitkreisesr = entspricht der Tangentenwinkel = des Leitkreises r=4c. Man kann 


also auf einfache Weise Biegungsgruppen von Gesimsflächen gewinnen, deren Leit- 
zylinder Kreiszylinder sind. Die Biegungsgruppe der Gesimsflächen mit zylindrischer 
Abwicklung läßt sich bekanntlich auch so darstellen: 


7 7 ua 2 
‘= — cos(au)-+ [ Usin (au) eu; y= —sin (au) — [U cos(au) cu; z = IV: u 4 ov. 
Insbesondere lautet die Biegungsgruppe der Drehflächen: 
x = aUc0s—; y= aU sin —; z= [VYl1-aU" ou. 


Die Biegungsgruppe der Schiebflächen, deren erzeugende Kurven in orthogonalen Ebenen 
liegen, ist nach Peterson ®): 


V'? /% N V 
= 1 — vv; y=[yl1- ÜRaoau; z=aU+r—. 











a? a 


$ 4. Die zugehörigen Assoziierten. 


Wir suchen die Rückassoziierten der geraden Konoide, deren Gleichung bezogen 
auf die Haupttangentenkurven lautet: 


(1) z=uV; y=-uv; z3=/[(V —- vV’)dv*). 
25) Peterson, Über Kurven und Flächen, Moskau und Leipzig, S. 71. 


®*) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 133, 
Journal für Mathematik, Bd. 162. Heft 4. 
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Die Kurven v = const. sind die Erzeugenden senkrecht zur Achse. Da das Krüm- 
mungsmaßB K = — 1: (u? + v®+- V?)? ist, so gehören die geraden Konoide zu den 
Bianchischen Flächen, ihre Rückassoziierten 5 gestatten also eine stetige Folge von 
Biegungen mit Erhaltung des konjugierten Systems. Für die Flächennormalen der 
geraden Konoide gilt: X=v:Yo; Y=V:Ye; Z=u:yYe. Die mit Yo multiplizierten 
Ebenenkoordinaten X, Y,Z, W der Rückassoziierten 5 genügen also derselben Laplace- 
gleichung: 9. = 0, so daß die Gleichung dieser Flächen in Ebenenkoordinaten ist: 

(2) vze+Vy-+uz= UÜ*+ V*. 

Durch Differentiation folgt: z2= U*; + V’y= V*'; d.h.: Die Kurven u = const. liegen 
in den Ebenen z = const., die Kurven v = const. liegen in den Tangentialebenen eines 
dazu senkrechten Zylinders. 

Die allgemeinsten Flächen, denen die geraden Konoide assoziiert sind, sind die Affin- 
gesimsflächen mit zylindrischer Abwicklung. 

Sind auf einer Fläche die Haupttangentenkurven orthogonal, so ist sie Minimal- 
fläche, und folglich das Haupttangentennetz sowohl, als auch dessen sphärisches Bild 
isotherm, das konjugierte System der Rückassoziierten ist also orthogonal, d.h. Krüm- 
mungsnetz. 

Die Flächen, welche eine stetige Folge von Biegungen mit Erhaltung der Krümmungs- 
linien gestatten, sind somit die Rückassozüerten der Bianchischen Flächen, die zugleich 
Minimalflächen sind, d.h. der gemeinen Schraubenflächen ®). Dies läßt sich leicht be- 
weisen: 


Wegen: f=0 ist: ee == 2 15! == Bu. also: 


1 2e 2 28 
Er a (U+V)=0; Er B: U+V)=0; 
„eserz,s(!rN=0; „est, st 6; 
integriert: e= U*: (U+-V); g= V*: er V). Bei geeigneter Normierung der 
Parameter wird: e=g=1:(U+V); [= Da E=G=(U-+VYV) ıst, so folgt für 
das Krümmungsmaß: 
R 1 0? 
a: 2: >, „ai - ey; Apr EN + lg(U+ N) 
oder: 
[20 uU’? „ die 
ee 7 5 a © 


Es muß, wie sich durch genauere Überlegung ergibt, entweder U = const. oder 


V = const. sein. Ist V = const., so ist 1 =0(, die Krümmungskurven v = const. 


sind wegen r = () geodätisch, also eben. Da die Krümmungskurven u = const. die 


Ebenen der Krümmungskurven v = const. orthogonal durchsetzen, so sind die Tangenten 
an u = const. längs v = const. parallel, die Kurven v = const. sind zylindrisch, und 


.. fi2 ” 
es ist | f | —= 0. Dann müssen aber die Haupttangentenkurven v = const. der Assoziierten 


wegen: er —= (0) geodätisch, also gerade sein. Die krummen Haupttangentenkurven 


u = const. haben wegen K = — 1: (U + c)? konstante Torsion. Da sie als Orthogonal- 


2”) L. Bianchi, Differentialgeometrie, S. 343. 
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trajektorien der Erzeugenden auf diesen gleiche Stücke abschneiden, da ferner ihre 
Hauptnormalen mit den Erzeugenden zusammenfallen, so sind sie Bertrandkurven und 
folglich gemeine Schraubenlinien, die Assoziierte ist gemeine Schraubenfläche. Da die 
gemeinen Schraubenflächen spezielle gerade Konoide sind, so folgt: 

Die Gesimsflächen mit zylindrischer Abwicklung sind die einzigen Flächen, welche 
sich stetig mit Erhaltung der Krümmungslinien verbiegen lassen. 

Beim beliebigen geraden Konoid sind längs der Achse die Erzeugenden orthogonal, 
es entsprechen der Achse auf der assoziierten Affingesimsfläche isolierte, geodätische 
Krümmungslinien (U’ = 0). Schneiden längs einer Erzeugenden die Haupttangenten- 
kurven orthogonal, so entsprechen ihr auf der Affingesimsfläche ebenfalls isolierte, geo- 
dätische Krümmungslinien (V’=0). Ist speziell das gerade Konoid ein gleichseitig 
hyperbolisches Paraboloid, so ist wegen: Y | == (); (71 = 0: = 0; = 0, d.h.: 

Die Rückassoziierten des gleichseitig hyperbolischen Paraboloids sind die Schieb- 
flächen, deren erzeugende Kurven in orthogonalen Ebenen liegen *). 

Da längs der Scheiteltangenten die Erzeugenden orthogonal schneiden, so ent- 
sprechen den Scheiteltangenten auf der Schiebfläche isolierte, geodätische Krümmungs- 
kurven. 


Kapitel IV. 
Die Flächen mit zylindrischen Biegungskurven. 
$ 1. Bestimmung aller Flächen mit einer Schar zylindrischer nichtisotroper 
Biegungskurven. 


Die Kurven v = const. eines konjugierten Systems der Fläche $ sind zylindrisch, 
wenn die Tangenten an die Kurven u = const. längs v = const. alle zu einer Richtung 
parallel sind, wenn: 


%o = Vi; p ist, also wegen: zw = Vi Yu = —- Li 


das Symbol: 
(1) 11-0 ist. 


Die Haupttangentenkurven v = const. der Assoziierten $ von S sind dann wegen 


11 

9 = 0 geodätisch, also gerade; dabei sei nochmals betont, daß die assoziierten Flächen 
— en ’ 
ö nur dann existieren, wenn das konjugierte System der Bedingung: (1 = (7 


genügt. Ist insbesondere das zylindrische konjugierte System Biegungsnetz, so müssen 
die assoziierten Regelflächen Bianchische Flächen sein. Für das sphärische Bild eines 
zylindrischen Biegungsnetzes gilt somit: 


_ ERBR Mi. Er. win 
a dl=-a0rr bl -s )--I0rr 


Wir setzen voraus, daß U sich nicht auf eine Konstante reduziert. In diesem Fall 


ist nämlich wegen: r —= () das Symbol: (7 = (0), also wegen: - | _0 das Produkt: 


a etetllallnlin = 
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Da K +0 vorausgesetzt wird, so folgt G =0, d.h. in dem ausgeschlossenen Fall 
sind die Kurven u = const. Minimalkurven. Ist: de® =edu?+2fdudv+ gdv das 


Bogenelement des sphärischen Bildes, so erfüllen die Christoffelsymbole ei die Identi- 


täten: 
“=2elj +2tlaı: 

(a KR 1 7 21 
unEzunE 

=) +2el2])- 


Da in unserm Fall 2) = ( ist, so folgt: 7 Y- =5 Die partielle Differentialgleichung 


zweiter Ordnung zwischen den e,f,g, die besagt, daß die Krümmung der Form do? 
den Wert +1 hat, lautet: 


0 fi2 12 12° 
e=— =T ir » (5! ; oder wegen 2: 


o Br 2re-k. 


ist also eine lineare Differentialgleichung für x = n Die zugehörige verkürzte Differential- 


gleichung lautet: 








Ale we 
Tut 2 IUrV I = 0; oder: 
6 Br; ee AP 
En lg (Urvy 0, also: = jr R 
Setzt man: x = or, so folgt: er de = Qu%; oder: 


u Bu V* 4  j j 
4 (Urvp —= V*ou; Integriert: V*o + Urv” V, also: 

















3 2 ann 
= =ä9 = en (7 - en) rn KU-+V)V— 4], somit: 
(6) u’? 1 





 (U+ VE KUrVWV 4 
Nun muß aber wegen: 5} =0:; — fe ,+t2ef,—ee,=0 sein. 





ee Bi U’ _U+V gi 

Nach (4) und (2) ist: e, = — ewıL v) -/yzyede: [= u + e v‘ also: 
- fu = un «et = eu — >: &u&+ 2ef, 

„za, hr U+N u ER 

== pP -2men+2 ja U — 2ee, +2 — I e?, also: 











Er 
4 
e. 
| k 
+ 
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U V u" de V 2U'"’V 
2 7 (eew — Eu) + nt 3 - 2 aU+nle ut u — Dr ns ui 
oder: 
U V 2 u" 
(M FE Oigel0 + prligel, + 13-4 (U + | Dgel, 
U+V _ 2U”Vv' 
+ [gel Digel, — "a = 0. 
Setzt man zur Abkürzung (U+ V)JV—4= o, so folgt aus 6: 
j 4 ) U” U’ 
lge = 21gU’ — 2lg(U+YV) — Igo; [Ige], = a 2 UV — [Igo],; 
IYV' u’y' 
[ge], a U nu V — [lg 0],; [ge], = u; 2 vr vi 2 = [lg Olur; also: 
U+V u U 5 V 
u [lg In 4 Er. 4— -[lg OJur; 
v v’U" 
zig, = 27 2 iv v Ilgo],; 
u _ ev 4U"v'  „U" 
U A a „e V’ „u V [2 
Ige], [ge], = Tu 2 va UHNMe, +37 U+V 
el V 


+ 2[Igo], +22 Igel + [ge], Ige], 


o genügt also der partiellen Differentialgleichung zweiter de 





urY V’ U+V 
- an Igol. + u Igel -[Ugel,+ — [go], [lgo], = 0; oder: 
V’ U’ 
(8) — 20 Om + 3 + yLy 2 = ma! 


Da: e=(U+V)V-40,=UV;0,=(U+V)V’+V’V; 0. = U’V’, so ist: 
— 200. = -2(U+V)U vv’ +8UV': 
Pr 
U+V’ 


= — (U VV vU’V 
ä r / , 2 r 
Ury%® (U+V)UvV’’—- UVV2L4UV'+4 


+ 30,0 = U’ V’Vv?—AV’U’ 


+ ULv’ also folgt: 





12V’ + 3V’V?=0; oder: — 4V’ = V’V?; also: V’ = — = = B 


. . 4 Pr 4 
ınte t: V = —: it: ee 
grier + c g somit: V er 


Setzt man diesen Wert von V in (6) ein, so folgt: 
1 URV+o 
A(U+-VY(U—- od) 


W ER ER Br. en 
egen - ir ehr und: [Ige], = ET 2 UrV ist: 





(9) e = 
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EA AFFN -FR-H, 











2 UWH+O ze, also: 
IE 
u. I=-gwrm' 


ME ra WE... : pr 

Be Br N ; 

Da An lgVeg — f vs + gj; 50 folgt wegen: 
MY_o_duy, „1 U 2 uyorr: 
ul =gemauele la) = gupr aeVUHV: 


9% Veg wer PYU+ v 





—= (0; oder integriert: 


























ou Ve 
%* 
1) s-P=- ya: 
V* f? 
Es ist also: g = urvtz: somit: 
5 4U"V"(U+V%(U— ec) 
Bm U-+ VTraAAUL vMUR2(V+ co)’ also: 
Be « 1 V?(U- e) 
vom e=urVtra (Hr WerH+O 
Die Bedingung: gu + ver + v8 — (0) ist erfüllt, denn wegen: 
0 Mn 1 v®U’ U —- U 
“TH T Raw HIT 2 WH)(U+ N? 


n ARE ii ie BT U’V* 1 RW 
UFV Tau Ev EuFV  (UFWTaWHrW HN 








Ebenso sind die übrigen Identitäten 4 erfüllt. Da somit die Beziehungen: 


r . ” mi Ann. U 5! se Bir 








II Brrr 
bestehen, so stellen die Gleichungen: 
3 A u A. 
(13) e=-gormw-g !"7wrm' 


oo v° vr(U — o) 
8=5FVTaUHvaWHO 


die Fundamentalgrößen des sphärischen Bildes des allgemeinsten Biegungsnetzes 








mit einer Schar zylindrischer nichtisotroper Kurven dar. Dabei ist K=-—-1:(U+V) 
. ° j ee 
das Krümmungsmaß der assoziierten Regelfläche. Wegen f= — (Ur vw folgt 


nach I, $4, 5, daß die mit YU + V multiplizierten Ebenenkoordinaten der Differential- 
gleichung: 9. = 0 genügen, daß also: 


(14) XYUHV=U+YV; wobei=1,2,3,4. 
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3 
Dabei muß 2 (U; + V;)? = U+V sein. Die Gleichung der allgemeinsten Flächen 


mit einer Schar zylindrischer nichtisotroper Biegungskurven ist also: 


4 
(15) 2 (U; +Y)z,=0; „,=1. 


® 


4 4 
Dann folgt aber durch Differentiation: 2 U =0; - V;x;=0; d. h.: Die Kurven 
u = const., v = const. sind eben. Da ferner KF = — f ist, so folgt: 
LN „ u 2: Yıj j 7 SH 
DE O324U+v% (1 2) 12314)’ 
woraus nach III, $1 folgt, daß die Schmiegebenen der Parameterkurven orthogonal 
sind. Es gilt also: 


Ist ein konjugiertes System mit einer Schar zylindrischer nichtisotroper Kurven 
Biegungsnetz, so liegen beide Scharen von Biegungskurven in orthogonalen Ebenen. Dann 
folgt aber nach III, $4: 

Die allgemeinsten Flächen mit einer Schar zylindrischer nichtisotroper Biegungs- 
kurven sind die Affingesimsflächen mit zylindrischer Abwicklung, sie sind die Rückassozi- 
ierten der geraden Konoide. Ferner gilt: 

Die geraden Konoide sind die einzigen Bianchischen Regelflächen, deren Erzeugende 
keine Minimalgeraden sind. 

Ist das Biegungsnetz zweifach zylindrisch, die Fläche eine spezielle Schiebfläche, 
so muß die Assoziierte zwei Scharen von Geraden enthalten, also eine geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung sein. Da diese F, sich aber auf zwei Arten als gerades Konoid darstellen 
lassen muß, so ist sie ein gleichseitig hyperbolisches Paraboloid. Also: 

Die einzigen Schiebflächen mit nichtisotropen Biegungskurven sind die Rückassozi- 
ierten des gleichseitig hyperbolischen Paraboloids, d. h. die Schiebflächen, deren erzeugende 
Kurven in orthogonalen Ebenen liegen. 


$?2. Die Flächen mit einer Schar isotroper Biegungskurven. 

Wir haben noch den oben ausgeschlossenen Fall zu betrachten, daß eine Schar 
von Biegungskurven isotrop ist. Sind die Kurven v = const. Minimalkurven, dann ist 
E=0. Für die assoziierten Flächen ist dann G = 0, d.h.: die Haupttangentenkurven 
u = const. sind Minimalkurven, also Minimalgeraden. Nun sind aber alle Flächen mit 
einer Schar von Minimalgeraden Bianchische Flächen, denn bezieht man sie auf ihre 


Haupttangentenkurven, dann muß: n = pi \ sein, also wegen » — (0) sowohl 5 


als auch die Krümmung K eine Funktion von u allein sein. Es gilt also: 


Die Flächen mit einer Schar isotroper Biegungskurven sind die Assoziierten der 
Flächen mit einer Schar von Minimalgeraden. 


Durch eine vorgegebene Haupttangentenkurve mit der Bogenlänge u, der Krüm- 


1 ’ le ur 
mung de und der Torsion dus gehen noch zwei Flächen mit einer Schar von Minimal- 
geraden, denn es gibt durch jeden Kurvenpunkt in der Schmiegebene gerade zwei Mini- 


malstrahlen. Ist &(u) die Gleichung der Haupttangentenkurve, dann gilt für die Punkte 
ihrer Schmiegebenen: T=&£+ v&, + w&,. Für die in den Schmiegebenen gelegenen 
Minimalstrahlen, welche die Leitkurve treffen, muß daher: d? + dw =0, w= + iv 
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sein. Wir betrachten nur die eine Fläche, die dem positiven Zeichen entspricht. Die 
Gleichung der Flächen mit einer Schar von Minimalgeraden ist also: 


(1) r=stovi tivi”) 
Wegen: „=, (1 — ) +& — — & . n=£&,+i£, folgt für die Fundamental- 
größen erster Ordnung: 
— ” 2iv — — _— 
N ur V 1 iv vr W LVOu v\, 
Wegen: = &, (iv 3-4)+& FF DAFT ; 
” i 1 i = Y- iv V® 
„ tr in ri iu tr 
I - + 6 mr 0 °3 L De +8; 
folgt für die zweiten Fundamentalgrößen: 
— 2 WW . i — 
3 L=-—+-—-+iıS; M=—-; N=0. 
(3) = 7 5 + 0? r 
Um die Rückassoziierten zu finden, müssen wir neue Parameter: 
(4) u=u;, ‘v=ulu,v) 


einführen, so daß auch die Kurven ® = const. Haupttangentenkurven werden. Da: 
L=L-+ 2u,M = 0 sein muß, so ergibt sich wegen 4 für « die Riccatische Differential- 
gleichung: 


i . z 
(6) radatga-m=0 
die sich, weil schon eine Lösung, nämlich u = 0, bekannt ist, auf die lineare Differential- 
gleichung: 
i “ 1 
(6) ra)etagtn=0 


für @ = reduziert und folglich noch 2 Quadraturen erfordert. Die zugehörige ver- 


kürzte Differentialgleichung lautet: 


(7) = 2+%] = (0; integriert: er /oy* = y*®, 


Setzt man: 9 = yo*, so folgt wegen: 9, = y,9* + yo für y: 3 + y,9* =0; 


Sn Sn 














oder: = +V*y,=0; integriert: | —— u+V*y=V. 
2oVe | 2eVe 
A 
e > 20 S; V —-UÜ 1 
Setzt man: Ir" u; & - ou =U,, so folgt: = yo* = !=-—., 
Ve 3 yo 2 er r 
Die Kurven % = const. sind also Haupttangentenkurven, wenn: 
AR RA U,(u) 
(8) v = ulu, vd) = v6) - U) 1st. 


®#) (4. Scheffers, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, 3. Auflage II (1922), 
S. 286. 
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Wegen: , = tu; 5 = u;L,; lauten die transformierten Fundamentalgrößen: 


E=E Zus; F=- =; G=0; 
(9) ra; Feen 








L=0; M=uM; N=0. 
Da das Krümmungsmaß K bei Einführung neuer Parameter invariant bleibt, so ist: 
— 1 12 1 Du 
- K= o(u)?’ also )) “rn 
EB-ı_ K_W 2in | HM | Ou JR u Qu 
Da: E=1 0 a er Zar an so ist ul 1 = Su Er 
E. = E ; somit 
e m u 
2 el, 
U_ m _ ER inn _le | & un Bu 


Für die Rückassoziierten x der Flächen x mit einer ie von Ein a 
sich die Darstellung: 


(10) a 


dabei sind die Parameterkurven u = u = const., © = const. die Haupttangentenkurven 
der Flächen 7, und Z und N sind Lösungen des Systems: 





Nu _ iu %_ BAM, Rn 
u TrTt 2) N, also integriert: 
(14) 7 SR A EB ” Vest U, 

Ve Ve 


wobei V(%), U(u) willkürliche Funktionen ihres Arguments sind. 
Wegen: - . E + Ku L,; E; er Lu; folgt aus 10: 
en N 

(12) hin = 


Die Fundamentalgrößen E, F, G der Flächen, welche ein Biegungsnetz mit einer Schar 
isotroper Kurven enthalten, sind also: 


(+ vB). 


LN N? . 
13 a rn a en - Ar) 
(13) ((+&u) 


Wegen I, $3, 5 [3] gilt: 

Unterwirft man die Flächen mit einer Schar isotroper Biegungskurven einer 
Biegung mit Erhaltung des konjugierten Systems, so besteht zwischen den Torsions- 
radien o(c) der Leitkurven £(c) der Assoziierten $(c) der Biegungsflächen $(c) und dem 


Torsionsradius e = e(©) der Assoziierten S = S(o) der Ausgangsfläche 5 = S(») 
die Beziehung: 


(14) o(e) = co:(ce—e). 


Zwischen den Fundamentalgrößen L (c), N (c) von S(c) und den Fundamentalgrößen 
L=L(»), N=N(w) der Ausgangsfläche S bestehen die Relationen: 


(15) le) = Al zz Ne) = -ny° 


Journal für Mathematik. Bd. 162, Heft 4. 31 
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Sind &fu (c)] die Leitkurven der Assoziierten S(c) von S(c) bezogen auf ihre Bogen- 
längen u(c), so erhält man für die Flächen S(c) die Darstellung: 


















































(16) He) = Eu (c)] + ve) Esılu (c)] + iv(e) Eee[u (e))]. 
Die Rückassoziierten S(c) erhält man durch Quadraturen aus: 
dr) _____ Ho) die) dule). 
du(c) io(c) F(e) K(c) dv(e) düv(e) ’ 
dl) _____Nd) _fdile) | dule) dile) u 
die) iole)Fle) K(e) |du(c) ' dufc) dv(e) |’ 
dr(e) (ec) du(c) Ft 
du(c) io(e)Fle) K(e) düfe) Set iSee]; 
do(c) de(c) 
dxt) _____Ne) ( no? | ule) iu) | (vo Borzc) BERG 
dv)  io(e)Fle) Ke) B tra tet 2 a) "ee * lol 
Für die Fundamentalgrößen der Flächen S(c) folgt also: 
du (c) Ze] 
es _ . döle) | co N (ec)? du (c) 
re IT 





Die Flächen S(c) sind auf die Ausgangsfläche 5 = S(») verbiegbar, wenn man die 
Bogenlängen u (c) der Leitkurven £, als Funktionen der Bogenlänge u der Leitkurve Z£, 
und die Parameter v(c) als Funktionen des Parameters ® bestimmen kann, so daß die 
auf die Parameter u und ® bezogenen Fundamentalgrößen einander gleich werden. Setzt 
man also: u(c) = u,.(u); d(c) = v,(d), so muß sein: 

F(c)* = F(e)u’(c) V’(c) =F; G(e)* =Ge(e) V’*(e) =G; also: 











1 dule),. 1 du, 
lc Kid) dule) * IN) = a 
de(c) | 
Ne)? du(c) f 0, 
(FIR; Kl! Tate Fa] af = zrmlt+ |. 


Da aber: F(c)? = F?:u(e)'?v(e)”?, und da nach (15): 








N (0%? = vi! N? = ——EN®; Lie*® = ul) Lid? = — „e 
so folgt wegen K(c) =K 


(19) ae TE, 








e— , du (c u 

(9) ak orale E: 1+ Su 

Da man gleich von Anfang an die Haupttangentenkurven %(c) = const., d(c) = const. 
der Flächen S(c) vermöge der Gleichungen: 


u(c) 
u(e) =u(e); v(e) = ule) = U(e) (oo 30 0) 





einführen kann, wobei: U(c) =Ye(e)e ® ‚ so ist die Beziehung: 
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2 
u(e) = (- ni " => j + (u), die durch Integration aus der ersten Gleichung 19 folgt, 
nur dann erfüllt, wenn die willkürliche Funktion (u) verschwindet, und wenn die 


Beziehungen bestehen: 
(20) 4 ou (c) = Ip ou; v(e) =Kv, 
0 e\c 0 e 


wobei X =1 sein muß, weil für c — oo die Integrale einander gleich werden müssen. 
Durch Differentiation folgt: 


(21) 20 (c)2 u(c) = I o8' 
ACER 5 | 
Durch Division mit 9% — F IL, ou folgt hieraus: 
0 


(22) PER Oi (- Fe 


Die erste Gleichung 19 ist also infolge 20 erfüllt. Die zweite Gleichung 19 ist 
wegen 22 erfüllt, wenn: 


un IE am 




















c ce—o0 
3 - 3 
(23) u(c)’ = [ty u(c) - (( : )” ou ist 
\k— ef ’ . Nee i 
Dann folgt aber aus 21 für die Krümmungsradien r(c) der Leitkurven £.: 
er f (u) 
ce set u(e) u 
r(e) r r (c) ou 
0 — 0 r 
e = e ; oder u (c) 5 
Durch Differentiation folgt: - > —, also 
3 
r(c) du e \? 
(24) r due) % = > 
1 _dr(e) .„, dr(c) dr pe u u n 
Wegen 26 ist Ei also: r(c) = r; also gilt: Die Krümmungsradien 


r(c) der Leitkurven £&, der Assoziierten S(c) der Biegungsflächen S(c) von S ver- 
halten sich wie die Differentiale der Bogenlängen u(c); zwischen den Kontingenzwinkeln 
t(c) besteht die Beziehung: r(c) =r. Somit gilt: 

Hat man oo! Raumkurven &,[u(c)], deren Krümmungsradien r(c) sich wie die 
Differentiale der Bogenlängen u(c) verhalten, und deren Torsionsradien o(c) die Beziehung 


o(c) = re erfüllen, und werden die Bogen u(c) so aufeinander bezogen, daß 


——_ 





3 
’ C 2 . . . 
u (c) = es ist, so ergeben die Gleichungen: 
31* 
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dr(c iL 
= - pglatitalmi 
(25) 
dr(c) Fa WPc—0o, M Bu BP Cc—o, M Bu 
a re re a +) 
nn 
— L&ez At £) " ’ 
0 
au MM 
=, r 0 
wobei: u =Yoe? :(#— f - Ou) ist, für jedes Wertepaar: 
0 
ı (fit V 
. € Ivan+ U, e. 
Ve Ve 


das einer beliebigen Wahl der willkürlichen Funktionen U und V entspricht, durch 
Quadraturen eine von einer willkürlichen Konstanten c abhängige Gruppe von Flächen, 
welche mit Erhaltung eines konjugierten Systems mit einer Schar von Minimalkurven auf- 
einander verbiegbar sind. 


Nach (25) ist: E(c)=0: F‘(e) "7 VORN en) Da sich 


N? 
amt 
die Bestimmung aller Raumkurven mit gegebener re AR Torsion auf 


— 1 . 
ak 


die Integration der Riccatischen Differ entialgleichung: „— 0 


1—_ 2 
ZI 
zurückführen läßt, so erfordert die Bestimmung der Kurven: £,[u(c)] die Integration 
der Riccatischen a gg 


(26) De (— e „4-9- — de. 


Ist in einem Biegungsnetz mit einer u isotroper Be auch die zweite Schar 
geodätisch, so haben die krummen Haupttangentenkurven und somit auch die Leit- 
kurve der assoziierten Fläche mit einer Schar von Minimalgeraden konstante Torsion. 
Somit gilt: 

Die Voßflächen mit einer Schar isotroper Biegungskurven sind die Rückassoziierten 
der geradlinigen Flächen konstanter negativer Krümmung. Diese Voßflächen sind auf- 
einander verbiegbar, wenn zwischen den konstanten Torsionsradien o(c) der Leitkurven 


&, der Assoziierten S(c) die Beziehung: o(c) =ck:(c— k) besteht, und wenn die 
3 


2 
Krümmungsradien r(c) der Bedingung: r(c) :r = du(e) : du = —) genügen. Ist 


die Leitkurve & Schraubenlinie, so sind alle anderen Leitkurven £. ebenfalls Schrauben- 
linien. 

Ist in einem Biegungsnetz mit nur einer Schar isotroper Kurven auch die zweite 
Schar zylindrisch, dann muß sie ebenfalls isotrop sein, denn die assoziierte Fläche mit 
einer Schar von Minimalgeraden muß noch eine zweite Schar von Geraden enthalten, 
was nur möglich ist, wenn auch diese Schar aus Minimalgeraden besteht. Also: 


Es gibt keine Schiebflächen mit nur einer Schar isotroper Kurven, die sich stetig in 
ebensolche Flächen verbiegen lassen. 

Jede Fläche mit einem konjugierten System aus zwei Scharen von Minimalkurven, 
d.h. jede Schiebfläche isotroper Kurven, ist Minimalfläche. 
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Die Assoziierten der Minimalflächen sind die Flächen mit zwei Scharen von Minimal- 
geraden, also die Kugeln. 

Als spezielle Voßfläche gestattet jede Minimalfläche eine stetige Biegung mit Er- 
haltung des von den isotropen Schiebkurven gebildeten konjugierten Systems. Die 
Biegungsgruppe der Minimalflächen lautet: 


u [u — u?) e® Uou-+ fu — v2) eV O0; 


v-7 [+ We um — [ut mer von; 
z = [uU e® o9u-+ [vV e=* &v, 


Kapitel V. 


Flächen, welche unendlich wenig mit Erhaltung eines konjugierten Systems ver- 
biegbar sind, oder nur eine einzige endliche Biegung mit Erhaltung eines konjugierten 
Systems gestatten. 


$ 1. Flächen, welche unendlich wenig mit Erhaltung eines konjugierten Systems 
verbiegbar sind. 

Eine Fläche gestattet bekanntlich dann und nur dann eine infinitesimale Biegung 

mit Erhaltung eines konjugierten Systems, wenn er zu hen | ist, wenn das sphärische 


Bild des konjugierten Systems zugleich das der Haupttangentenkurven einer Fläche 
ist. Setzt man: 


en _ olgo, (5  olge, re _olgp, ”  olgy 
I am’ laI Tau’ LIT’ l2I Tau 
so ergibt die Integration der Codazzigleichungen: L = Uoy; N = Voy; also: 
Auf infinitesimal verbiegbaren konjugierten Systemen (darunter seien die konjugierten 
Systeme verstanden, die infinitesimal so verbiegbar sind, daß sie konjugiert bleiben) mit 
gleichen Invarianten $ = y erhält man die Haupttangentenkurven durch Quadraturen. 
Nach I, $4,8 gilt: 
Ein infinitesimal verbiegbares konjugiertes System gestattet keine einzige endliche 
Biegung, bei der es konjugiert bleibt, sofern es nicht Biegungsnetz ist. 
Wir erhalten weitere Eigenschaften der infinitesimal verbiegbaren konjugierten 


Systeme, wenn wir die Formeln für die projektive Transformation konjugierter Systeme 
4 


benutzen. Stellt x,,2, = 1 die Ausgangsfläche dar, und setzt man: &; = Drau Cr, 
1 


so ist: %; —=&;:£, die Gleichung der projektiv transformierten Fläche. Sind die [7 


die Christoffelsymbole der Ausgangsfläche, die [) die der transformierten Fläche, so 


gilt, wenn &, =1t gesetzt wird ®): 


11 11 0 we 22 22 e n 
ut 2me-5 2]=-la)-2et-5: 
(1) - 85, #2. 
2 2 AN 1 1 u 
MM MA 
1 1 0V < 2 2 cu 
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Ferner gilt: 


4 
t 


1 


Gestattet das konjugierte Netz der Ausgangsfläche eine unendlich kleine Verbiegung, 
bei der es konjugiert bleibt, so folgt nach 1: 


“.. , . a ER 
1l=-zal=--r u Ge A ae 


(2) . 
Mi=- Ei pe Mei, dei A 
21 Hlule-multametr-guiger. Ale: 


Die konjugierten Systeme, welche infinitesimal so verbiegbar sind, daß sie konjugiert 
bleiben, gehen durch projektive Transformation in ebensolche Systeme über. 


Für die Kurven u, v eines konjugierten Systems gilt nach III, $4: 








1 L? 
5 = Emmtutı) = D[aL + e1J= D|-p+err]; 

1 ; N? i | 
Zr? — (kom Em io) = DIDEN + cN?]=D = zgteN|, wobei: 


BF WarıE gi 2 ü 17} 12)’ 
P=-l1l,-2lı 1 Juli 3,- 21 I2|- 
Es ist also für jedes konjugierte System: 


N 4A u 4 
Dan Den Mur 
Ist das konjugierte System infinitesimal so verbiegbar, daß es konjugiert bleibt, dann 
ist p=g, also: 





=DJce—gq, wo: J=LN. 


N® I? 


ur ur 





Haben die Kurven u, v weder die Krümmung Null noch die Krümmung Unendlich, 


dann folgt aus: 5 =( auch: I 0, also: 


u Ty 


Ein konjugiertes System mit einer Schar ebener Kurven ist nur dann infinitesimal 


so verbiegbar, daß es konjugiert bleibt, wenn auch die zweite Schar eben ist. Ist: — = 0 


Tu 


und : —=0(, dann folgt p =, also: 


Ty 
Jedes konjugierte System mit zwei Scharen ebener Kurven ist infinitesimal so ver- 


biegbar, daß es konjugiert bleibt. Anderer Beweis: Da die Normalenrichtungen: 8; = Yo X; 
der konjugierten Systeme mit zwei Scharen ebener Kurven der Moutardschen Gleichung 
12)’ 12)’ z 

. Yu + 71 % — fyp für die 
12 
1 


du = 0 genügen, so muß die Gleichung: pw -| 


Richtungskosinus X; gleiche Invarianten haben, also: | -[2\ sein. Die kon- 


jugierten Systeme mit zwei Scharen ebener Kurven lassen sich durch wiederholte An- 
wendung der Projektivität und Abbildung nach parallelen Tangenten aus den Systemen 
ebener konjugierter Kurven gewinnen, die durch Parallelverschiebung einer ebenen 
Kurve längs einer andern ebenen Kurve entstehen. 
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In jedem infinitesimal verbiegbaren konjugierten System mit zwei Scharen ebener 
Kurven gilt für den Winkel » der Schmiegebenen: cos — p. Speziell fürp=g=(0 
folgen die Sätze über Biegungsnetze III, $1. 

Beleuchtet man eine Eifläche von den Punkten einer Tangente aus, so liegen die 
Lichtrichtungskurven in den Ebenen durch die Tangente; die dazu konjugierten Licht- 
grenzen, die Berührungskurven der von den Punkten der Tangente ausgehenden Licht- 
kegel, berühren im Flächenpunkt der Tangente die zu ihr konjugierte Richtung. Wegen 
der Konvexität der Eifläche ist das so entstehende konjugierte System bis auf den Be- 
rührungspunkt der Tangente regulär. Da das System eine Schar ebener Kurven enthält, 
so ist die Eifläche nur dann unendlich wenig mit Erhaltung dieses konjugierten Systems 
verbiegbar, wenn auch die Lichtgrenzen eben sind, also von den Ebenen durch die kon- 
jugierte Tangente ausgeschnitten werden. Da die Lichtgrenzen eben sind, wenn die 
Eifläche eine Kugel oder ein Ellipsoid ist, so sind Kugel und Ellipsoid unendlich wenig 
mit Erhaltung solcher punktierter konjugierter Systeme verbiegbar. Diese Ergebnisse, 
die als Folgerungen der obigen Resultate erscheinen, wurden auf anderem Wege zuerst 
von Herrn A. Schur in seiner Abhandlung: ‚„Biegungen punktierter Eiflächen‘“ ®°) 
gewonnen. Die punktierten konjugierten Systeme mit zwei Scharen ebener Kurven 
können niemals gemeinsames konjugiertes System einer stetigen Folge von Biegungen 
sein, weil ja ihre Ebenen nicht orthogonal sind (vgl. III, $1); insbesondere kann bei 
der Biegung der Kugel in die zyklischen Enneperflächen das Krümmungsnetz nicht, 
wie Herr A. Schur anzunehmen scheint, gemeinsames konjugiertes System sein, was 
ja auch der bekannten Tatsache °”) widersprechen würde, daß die Gesimsflächen mit 
zylindrischer Abwicklung die einzigen Flächen sind, die sich stetig mit Erhaltung der 
Krümmungslinien verbiegen lassen. 


Ein konjugiertes System mit einer Schar geodätischer Kurven ist nicht infinitesimal 
so verbiegbar, daß es konjugiert bleibt, sofern es nicht Biegungsnetz ist, denn wegen: 


> et K- "ri re +4 R 7} 2} 

1-0 ul ntalit: la, al lal 

$?2. Die Flächen, welche eine einzige endliche Biegung mit Erhaltung eines gegebenen 
konjugierten Systems gestatten. 


Nach I, $$4,7,8 ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein 
konjugiertes System eine einzige endliche Biegung gestattet, bei der es konjugiert bleibt: 


() = 58e+n: 1-5 -1. 


Da diese Bedingung nur vom sphärischen Bild abhängt, so gehen konjugierte Systeme, 
welche eine einzige endliche Biegung gestatten, bei der sie konjugiert bleiben, durch 
Abbildung nach parallelen Tangenten in ebensolche Systeme über. Nach IV, $1 ge- 
statten die infinitesimal verbiegbaren konjugierten Systeme keine einzige endliche 
Biegung, bei der sie konjugiert bleiben, sofern sie nicht Biegungsnetze sind. Insbesondere 
gilt: 

Die konjugierten Systeme mit zwei Scharen ebener Kurven gestatten keine einzige 
endliche Biegung bei der sie konjugiert bleiben, sofern ihre Ebenen nicht orthogonal sind. 


Für ein konjugiertes System mit einer Schar geodätischer Kurven ist: | 1 =(. 


—. 


j °0) A. Schur, Biegungen punktierter Eiflächen, Journal für reine und angewandte Mathematik 159 (1928), 
. 82 ff. 
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Da ın diesem Fall das System 1 nur dann eine Lösung haben kann, wenn o und somit 
n eine Funktion von u allein ist, und da dann: | n = 2 ” > == 121 ‚so gilt: 

Ein konjugiertes System mit einer Schar geodätischer Kurven gestattet keine infini- 
tesimale und keine einzige endliche Biegung mit Erhaltung des konjugierten Systems, sofern 
es nicht Biegungsnetz ıst; insbesondere gestatten die Gesimsflächen keine infinitesimale 
und keine einzige endliche Biegung mit Erhaltung der Krümmungslinien, sofern sie nicht 
von zylindrischer Abwicklung sind. 

Für ve _ olgp, es _ olgy 


.,” 9 5 lauten die Codazzigleichungen: 





Bee olgp, Nu 10 olgy. 
e 5n8e+tD+ 0’ N =77,!8(e - + Bu ® 
integriert: 
= UÜ(e+1)9; N=V?(e—1)y; 
also: 
L? N? 
(2) Va vignt 
i ‚ J12\’ _ 101g, te ia Ei 0a 
Setzt man: e. u re Te folgt aus (2) wegen: Z?= p°®d; 
N! = vr PP: 
U*? e- 
U2 P v2 Y=2; 
also: 
Ur y* 


Ts ®=o-+1; sr’-e-14 somit: 


12)’ 10 12)’ 10 
ul Saat: (2) -yaulse-n. 


Die Bedingung 2 ist somit notwendig und hinreichend dafür, daß ein konjugiertes System 
eine einzige endliche Biegung gestattet, bei der es konjugiert bleibt. Unterwirft man 
das konjugierte System einer affinen oder projektiven Transformation, so folgt: 


2. 10 x: + i 
ll amise+na; [5] gu e-n®. 
Durch Integration der Codazzigleichungen folgt: 


= U:(o+1)%27%; N?= V?(o — 1) Ay. 


(3) 


Da: L=- 1; N-#x; =, vn, so folgt: U=U; V=V; also: 
L? N? 
(4) Va vina-? 


Die transformierte Fläche ist also dann und nur dann mit Erhaltung des konjugierten 
Systems verbiegbar, wenn A = const. ist. Eine affine Transformation mit A = const. 
ist eine Ähnlichkeit, eine projektive Transformation mit A = const. ist im allgemeinen 
nicht möglich ®!). Somit gilt: 


») A. Voß, Zur Theorie der infinitesimalen Biegungsdeformationen einer Fläche, Münchner Sitzungs- 
berichte 1897, S. 261. 
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Gestattet ein konjugiertes System eine einzige endliche Biegung, bei der es konjugiert 
bleibt, so gilt dies sicher nicht für alle Systeme, die daraus durch affine oder projektive Trans- 
12 
2 

Herr A. Schur behauptet in seiner Arbeit: „Über Lichtgrenztangentensysteme 
und mit ihnen zusammenhängende Flächentransformationen‘ ®%), daß jede Fläche, 
die durch Abbildung nach parallelen Tangenten aus einer konisch-zylindrischen Fläche 
7} == 0°: vr = Gi M =0| hervorgeht, für die also: 7) == (0); 7) == n— y 
M =0 ist, eine Biegung mit Erhaltung des konjugierten Systems gestattet. Dies ist 
aber im allgemeinen keineswegs der Fall. Zunächst sind die Affingesimsflächen zylindri- 
scher Abwicklung und ihre Sonderfälle die einzigen Flächen dieser Klasse, die mehr 
als eine, und daher unendlich viele Biegungen mit Erhaltung des konjugierten Systems 
gestatten. Alle Flächen, welche durch Abbildung nach parallelen Tangenten aus den 
konisch-zylindrischen, nicht achsenaffinen Flächen hervorgehen, die unendlich wenig 
mit Erhaltung des konjugierten Systems verbiegbar sind, insbesondere die Flächen, 
welche durch affine Transformation aus den Affingesimsflächen zylindrischer Abwick- 
lung und ihren Sonderfällen hervorgehen, gestatten überhaupt keine endliche Biegung 
mit Erhaltung des konjugierten Systems. Eine Fläche F, welche durch Abbildung nach 
parallelen Tangenten aus einer konisch-zylindrischen Fläche hervorgeht, läßt vielmehr 
nur dann eine solche Biegung zu, wenn der konisch-zylindrischen Ausgangsfläche x; 


diese Eigenschaft zukommt, d.h. wenn die willkürlichen Funktionen U, und V; der 
2 12 
Flächengleichung: x; = UV; + [ U’U, ou so gewählt sind, daß: z = Sr — 2 ist. 
Alle Flächen aber, die aus einer solchen Fläche F durch affine Transformation hervor- 
gehen, also derselben Klasse angehören, gestatten überhaupt keine endliche Biegung 


mit Erhaltung des konjugierten Systems. Somit gilt: 


formation hervorgehen. Bei Affinitäten bleiben die Symbole En und | invariant. 


Die Flächen, die durch Abbildung nach parallelen Tangenten aus den konisch- 
zylindrischen Flächen hervorgehen, gestatten im allgemeinen keine endliche Biegung mit 
Erhaltung des konjugierten Systems. 


Herr A. Schur kommt offenbar infolge eines Mißverständnisses zu der unrichtigen 
Annahme, daß alle konisch-zylindrischen Flächen sich mit Erhaltung des konjugierten 
Systems verbiegen lassen. Diese Behauptung wird nämlich keineswegs, wie Herr A. 
Schur glaubt, in den „Lecons sur la theorie generale des surfaces“ %#) von G. Darboux 
bewiesen, dort steht nämlich nur die Bemerkung, daß zwei konisch zylindrische Flächen: 
24 = UÜVu + SU UuOu; zu = UVa + [ U’Us Ou aufeinander verbiegbar sind, wenn: 
Z(U: + Vi)? = EZ(Us + Va); ZV2= EV; ist. 


®2) A. Schur, Über Lichtgrenztangentensysteme und mit ihnen zusammenhängende Flächentransfor- 
mationen, Mathematische Zeitschrift 24 (1926), S. 530 ff. 
») @. Darboux, Legons sur la theorie generale des surfaces, 2. Auflage I (1915), S. 181. 


Eingegangen 15. Januar 1929. 


Journal für Mathematik. Bd. 162. Heit 4. 











Finite groups and their geometric representation. 


By Arnold Emch in Urbana (Illinois). 





I. Introduetion. 


The fact that every finite group may be represented as a substitution group 
of a certain degree m makes it possible to construct in every case certain configura- 
tions in a projective space of m — 1 or lower dimensions whose points correspond 
uniquely to the substitutions of the group. Such configurations are representatives of 
the groups and are characterized by geometric properties which reflect the properties 
of the group. Such representations in certain particular cases are numerous and have 
been known for a long time. From this standpoint I have considered the symmetric 
group of degree m on a hyperquadric in S„-ı*). It is thus obvious that any finite 
group may be represented by a certain configuration (with characteristic geometric 
properties) on a hyperquadric. Whether such a representation would in every case be 
mathematically profitable is an open question. While there is thus indicated a general 
method of approach to the geometrical problem of finite group theory, there may be 
developed special methods of representation of finite groups in connection with parti- 
cular problems connected with group theory, which seem to be of sufficient interest and 
importance to deserve attention. This is the case with the theory of triple and multiple 
systems in which geometric considerations are found in the literature only in a few in- 
stances ?). It was Kirkman?) in 1844, and Steiner*) who in 1853 first stated the problem 
of triple systems and certain multiple systems in its most elementary aspect as it was 
revealed to him by the study of the configuration of the 28 double tangents of the quartic. 
A detailed account of this connection is given by Noether 5) in an important paper which 
appeared in 1879. Netto pays attention to the algebrice properties of triple systems and 
the closely associated triple equations and their groups. Since that time triple systems 
have been studied by a number of investigators mostly with reference to existence proofs, 
formation and group properties of such systems ®). 





!) Some geometric applications of symmetric substitution groups. The American Journal of Mathematics, 
vol. XLV (193), pp. 192—207. 

2) L. Hefifter, Über das Problem der Nachbargebiete. Mathematische Annalen, vol. 38 (1891), pp. 
477—508. 

De Vries, Zur Theorie der Tripel-Systeme. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, vol. 8 (1894), 
pp. 222—226, 

Über polyedrale Konfigurationen. Mathematische Annalen, vol. 34 (1889), pp. 237—246. 

®) On a problem in combinations. The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. 2 (1847), 
pp. 191—204. 

*) Kombinatorische Aufgabe, Journal für reine und angewandte Mathematik, vol. 45 (1853), pp. 181—182. 

5) Über die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten in der Theorie der Kurven vierter Ordnung. 
Mathematische Annalen, vol. 15 (1879), pp. 89—110. 

®) E. Netto, Zur Theorie der Tripelsysteme. Mathematische Annalen, vol. 42 (1893), pp. 141—162. 

EL. H. Moore, Concerninig triple systems. Mathematische Annalen, vol. 43 (1893), pp. 271—285. 

F. M. Cole, The triad systems of thirteen letters. Transactions of the American Mathematical Society, 
vol. 14 (1913), pp. 1—5. 
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That a vast number of similar systems, for example triple systems with double 
couples, quadruple systems containing every triple once, in general n-tuple systems 
of various types may be formed becomes evident without much effort. There seems 
to be little that has been done along this line of generalization. In as much as with every 
well defined system of this sort there is associated a finite group which dominates it 
and as the number of such systems is unlimited, there exists a large class of finite groups 
which bear conversely the characteristics of these systems. Each triple or multiple 
system and couples of such may be represented by a certain spatial configuration to 
which is attached a related finite group. It is the purpose of this paper to show by a 
few simple examples how such configurations and their groups may be constructed. 
























II. Finite groups of given order m. 
Every substitution group of order m may be represented by a simply isomorphic 
group of order m and degree m, i. e, by a regular group of order m. Let 
a, A, d;. 


ss . 
“) i=12..,M 
A;ı die diz... Am 


n=( 


represent this group. If we interpret the elements a as coordinates x in a projective 
space S„—-ı of m — 1 dimensions, the G,„ is evidently also isomorphic with the col- 
lineation group 





02 = Lu 
023 = Nie 

Kun =(, i=12..,M 
0, — Tim 





in Sn. (alal... al) = (kı8a... &m) represents a point P; in S„-ı. Every 


m 


permutation of 2,23... %„ represents such a point. If we write ®, = 20, D, er Z TiTh, 
then 
9=-9+3)/0d,=0 

is a hyperquadrie in S„-ı which is invariant in the symmetric group G„: of the m 
elements represented as a collineation group. If (x) is a point on the hyperquadric then 
all other m! — 1 points, corresponding to as many permutations of the x’s, also lie on 
the hyperquadri. Hence the well known 

Theorem. The m! points corresponding to the symmetric group of order m lie on a 
hyperquadric, which is determined by a generic point (y) of Sm—ı, and which has the form 

® = d,(y) Bilx) — Pily) DB, (2) =0. 

To the substitution 7, of X, corresponds on ® a point P; which is one of the m! points 
(y) of the symmetric group. Thus are obtained on ® = 0 m points which represent the 
entire group. In fact there are 00”-? such agregates of m points, each of which may 
serve as a representative of the entire group. This may be stated as the 
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Theorem. Every group of order m may be represented in an infinite number of ways 
by certain m-tuples on a hyperquadric in Sm-ı. Each such m-tuple is a divisor of the 
m! points of the associated symmetric group on m elements and must have certain 
geometric properties which result from the structure of the group. 

But this method of representation of groups may be applied to any finite group 
on m letters. As a starting point we choose again the symmetric group G„ı on a hyper- 
quadrie in S„-ı. Let K, be the representative collineation group of the given group. 
Then by the substitution of this group a generic point (y) on ® = 0 is carried into the 
points of a configuration on the hyperquadric which is a divisor of the m! points of the 
symmetric group determined by (y). Thus the 

Theorem. Every group K, on m letters may be represented (in an infinite number 
of ways) by a certain configuration of points on a hyperquadric, uniquely determined by a 
point (y), which is a divisor of the entire configuration of the m! points representing the 
symmetric group, the structure of the group K, is reflected by the geometric properties of 
the corresponding configuration. 

As a simple example consider the 

Groups on four letters. 
The geometric representation of the symmetric G,, on (y,%,%3%,) all, is well known. 

Let the coordinate tetrahedron be A,(1000), A,(0100), A,(0010), A,(0001). The 
hyperquadric has the form 

P;,(y) Pilz) — Pily) P(r) =. 
All hyperquadrics of the symmetric group (as in the general case) form a pencil which 
touch each other along an imaginary conic, the intersection of ®, =0 and ®&, =, 
with the common tangentcone 
4 
Ei (m =0, 

which has its vertex at the unit-point. The 24 points (y) of G,, lie 6 times on 12 lines 
(72 lines altogether) through the points (1, — 1,0,0), (0,0,1,— 1), (0,1,0, — 1), 
(1,0, — 1,0), (1,0, 0, — 1,) respectively, which we denote by Z;. and which are the inter- 
sections of 2;=0 and u =0. Ifi,k are any two numbers of 1,2, 3,4, j and ! are the 
remaining two. They are evidently the vertices of the quadrangle cut out on the unit- 
plane by the faces of the coordinate tetrahedron. The diagonal points of this quadrangle 
are (1, —1, —1, —1), (1,1, —1, —1), (1, —1, —1,1). Through every line of the qua- 
drangle there are four planes each containing 6 of the 24 points. They correspond to 
each other 12 by 12 in six involutions with the Z;'s as centers. 

The next step is to investigate the geometric properties of the configuration corre- 
sponding to an octic subgroup of the G,,. There are three such G, in G,, and are formed 
by the substitutions which leave in turn the functions &,2, + 23%, &%3 + Xg%y, 1% + Fasz 
invariant. These groups and the corresponding configurations on ® = (0) may be represen- 
ted by the table 














(12) + (34) | (13) + (24) | (14) + (23) 
A, 1 YıYyaYyaYa 1 YıYyaYyaY 1 YıYyaYyaYs 
A, (12) YaYyı Ya Ya (13) YsYıY2Y4 (14) YaYyı YaY3 
A; (34) YıYaYıYa (24) YıYyaYaYı (23) YıYaYaYa 
A, (12) (34) YaYıYaYa (13) (24) Y3YıYaYa (14) (23) YaYıY3Ya 
A, (13) (24) Y3YaYıYa (12) (34) YaYaYyıYa (12) (34) YaYysYyıYı 
A, (14) (23) Yaysyayı (14) (23) Y4YaYsYı (13) (24) YsYaYıYa 
A, (1324) Ya YaYyayı (1234) YayayaYı (1243) Y2Y3YaYı 
A, (1423) YıYyaYıYa (1432) YıyaYyıY3 (1342) YaYyaYyıYya- 








suffi 
we {| 
pass 


Set 
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In this manner the 24 points are properly distributed in 3 octie configurations. It will 
suffice to consider the first of these. If we denote the points in the same order by A,A,... Ag, 
we find by subtracting the coordinates of A, from those of A,, that the join of A,A, 
passes through (1, —1,0,0) or E23; so do A,A,, AzAg, AgA,. Similarly, A,A,, AA, 
A,A,, AgAg pass through (0, 0,1, —1) or Ez.. 

The substitutions of the G, either leave E,, and E,, unaltered or permute them. 

Now the symmetric quadrie through the octuple G, is 

D,(y) Dita) — Dy) Dy(e) = 0. 

The quadric invariant under the G, has the form 


D%(2) + 20,(2) + umla) = 0, 
in which y,(2) = 2,2%, + 2,2,. The octuple G, lies on this quadric, when 


AM+RM) 


Y2(Y) 
Hence the quadrie containing the octuple and invariant under the 6, is 


[P(2) + AD,(a)] yly) — [Pily) + APz(y)] yalz) = 0, 


or Yly)Dila) — Dily)yalz) + {vely)Pa(a) — Daly)y(z)} = 0. 
The two quadrics 

Yaly)Dile) — Pily) vr) =0 and 

Yaly)Pz(2) — Pyly) yıla) = 0 
both pass through the octuple and intersect in a quartic space curve C, through P,Pz...P5, 
which clearly also lies on the symmetric quadric ®,(y)®?(z) — DB(y)®,(x) = 0. Hence 
the 

Theorem. An octuple (P) corresponding to an octic subgroup G, of the symmetric 

G,, on & letters determines a quartic C, on the symmetric quadric which is invariant in the 
Gg. Through C, there is a pencil of quadrics belonging to the G,. Each of these quadrics is 
ınvariant under the G,. 


The octuples on C, form a linear series gl, i. e., an involution. Expressed differenily 
the C, is invariant under an octic collineation group in S,. 


The points A,(yıY2YsY), Az(Yy2YıY3 Yo), As(YıYa Ya Ya), AslYaYıYyays) lie on the 
plane 





A; (Yy3YıYıYa), As (YaYsYaYyı), Ar (YsYaYaYı), As (YaYsYıy,) on the plane 


u t%— > a (23+ 2). 





Setting Mb = A and multiplying both equations we get 


Ya T Yı 
+++ (at) atat+e =, 


which represents a pencil of degenerate cones through the point (0, 0,1, —1) = E,,, 
more accurately through the line of intersection of 2, +, =0 and» +2,=0 asa 
double line, which lies, of course, in the unit-plane. This establishes the existence of 
ag; on the C, whose point-groups, belonging to the octice sub-group, are cut out by the 
cones of the pencil. 











242 Emch, Finite groups and their geometric representation. 


Geometrie Representation of Ga = (2, 2%5%;) all (2,2,), on a Hyperquadric in S.. 
The 12 points corresponding to.the substitutes of G,, are 


A, Zı%gLz3%4%, A, %1%9%31,% 

A, 432g KT, Ag I,%32425%, 

Az 29%, %3%42; Ag %g%, 83%, % 

Ay %g%3%, 44%, Ayo LgL3X, 25% 

Az 23%, %,%42; Azyı 73%, 297,7 

Ag X %g 1% % Ay Isla 1ı Ir 
The joins of A,A,, AzA, A;Ag Az,Ag AgAyı Ayıfız all passthrough (01 — 100). 
The joins of A,)A,, A,A,, A,Ag, Ay,Ag, AgAın AmwAız pass through (1— 1000). 
The joins of A,A,, Ag Ag, AzAg, Ay An Az Ay AgAız pass through (0001 —1). 
The joins of A,Ag, AgAy, AzAz, A, Ay AsAıı AgArı pass through (10— 100). 


> 
oO 
Ss 
jo>) 
% 


The 12 points lie four times by two 
the unit-plane. 
The group leaves invariant the hyperquadric 


TERN RETTET 
in which m=&a, y=, 3 ‚Ti %x , 


lines concurrent in turn in four points of 


which may be reduced to the form 
x2 + Freie +2723+b(2,+2) dd, +c0+dd,=0, in which 
9, = rt, r-nmit+ 204 132: 
Two such hyperquadrics intersect in a surface, i. e., a quartic surface in S,, which is 
invarıant under the G,.. 


We may study the character of this surface by projecting it from the point (00001) 
upon the space [%,%,%32,]. For this purpose write the surfaces in the form 


(1) tl, +9) titb, 9 +edr+dd, =0, 
(2) 73 treu +BPPd)s ti t+Pn9 +YyPd+6D,=0, 


and elıminate x,. This gives 


(b—- A)urP, +(e— y)Pi + (d — 6) 0, 
+ [a — 0), + (b — B)Pı]llax; + 59) (di + BrıPı + yPi + 99,) 
- (u +PP)(irbuP, +cP+dP)]=0, 
which may be reduced to the form 
As+ Bad, +C202+ Ex,d} + GO 
+09, Di?i+-Fo®d,x,+ HP + JB, =, 
or 
K(z, — uıP}) (24 — HePı) (X — HsPı) (X — muP;) 
+, D3+F2,d, + H9 + J0,)=0. 
Thus, there exist four planes through (x, = 0, ®, = 0) which cut the quartic in 


4 conies which lie on a cone with vertex A, and base ©, =0. The remaining conic 
intersections lie on the quadric D?2 + Fx,d, + HP? + JD, =. 


More generally each plane of the pencil x, = A®, cuts the surface in two conics 
(degenerate quartic) with the equation (At + Bi? + CAR? +EIA+GC)B + (DR + 
F)A+H) 98, +J9=0. 

It happens four times that the two conies coincide, i. e., for the roots of 

(Di? + FA+ H? — 4 JAM +- BA +-CR + EI HG) =. 
The four tact conics lie on the quartic 


anc 


Th 
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(Di +F®d,2, + HD? — A) Ar + Bd, + CD? + Edir, +GP4) = 0 
and on the double quadric 
(Dz2 + FO, + H9 +2J0,) = 0. 
The quartic may therefore be written in the form 
gg {Dt + Fon. + Hop — ANA + Bot + COat + Edz, +69 
— (Di +F®d,2,+H9+ 2J9,)°} =(. 


III. Triple systems. 
1. Simple triple systems. 


As systems of this sort, their description and some of their properties, at least for 
lower orders, are fairly well known I shall not enter into a detailed discussion of them, 
and present merely a few additional circumstances which seem to be worthy of notice. 


3 
It is well known that triple systems A „nn elements exist only, and in every case, 


for number of the form n = 6m + 1, and n = 6m + 3. Instead of using the medium of 
hyperquadric or other forms of possible graphic representation we may make use of the 
simple device of representing the n elements by n generic points in ordinary space S,. 
Then to every triple system corresponds a certain open polyhedral configuration of triangles 


'  DORe 
on these n points. To two triple systems N, without a common triple corresponds a closed 


polyhedral configuration, whose mapping upon simple closed surfaces will be explained 
subsequently in caseofn=TI andn=9. 


ar For certain purposes (determination of the order of the group, etc.) it is 


desirable, although not necessary, to have some sort of a generalized matrix from which 
we may write down a triple system in a very simple and effective manner. The terms 


forn = 7, the seven elements 1,2,..... ‚ / may be written inany ordera,b,....,ginthe 
form 

abe 

| d 

ie fg 


from which the 7 triples are immediately obtained as the (1) the first line, (2) the second 
column, (3) and (4), the two diagonals, (5) and (6) the first and third column together 
with f, (7) the triangle beg; i.e., abc, badf, adg, cde, aef, cgf, beg. Each such 
1234567 
abcdefg 
down the 24 „matrices‘‘ with the eentral letter d unchanged which produce the same 
triple system. The 24 corresponding substitutions form a subgroup of order 24, and as 
the central d may be replaced by any of the remaining letters we get a group of 24 -7 = 168 
substitutions, the simple Ges of this order. As the structure of this group is well known, 
details of its construction by the foregoing scheme are not necessary. 


form or ‚„‚matrix‘‘ may be identified with a substitution | ). It is easy to write 


There are altogether 7!:168 = 30 distinet A 2 and any of the 35 triples is always 


3 
's which together 


7 
contain all of the 35 triples, as has already been established by Cayley. ‘) 


— — — 


common to 6 distinet A =’. But it is not possible to form 5 distinct A 
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3 h 
A g' For the generating ‚„matrix‘‘ we may use the square arrangement 





abe 
DE 
8 h L||. 











The 12 triples obtained from the three rows, the three columns and the 6 terms of 
the ordinary determinant expansion form a triple system abc, def, ghi, adg, beh, 
cfi, aei, afh, bdi, cdh, bfg, ceg on 9 letters or numbers, in which a,b,...,i 
denote the 9 numbers 1,2,...,9 in any order. Thus the particular arrangement of the 
123456789 


bee A To determine the group 


„matrix“ is equivalent with the substitution ( 


which leaves the triple system invarıant we notice first that the Ar as a whole does 
not change when any two rows, or any two columns are interchanged. This gives a 
subgroup of 36 substitutions which leave er invariant. 

But there are 11 other distinet matrices and distinct from any attached to the 


Gg3e, which also leave Ag invariant, namely (including the first) 
































abc j" d g ur ne 
def be h big b di, 
g hi Se ce dh ce g| 
wu ze adveg eh af A 
e fd ehb eb di bl 
am a ne e| 
.-— adveg la ei af Äh 
re % 514 ibal 
hıyg zz. dh e g e|!. 

















With each of these are connected as above 36 substitution which leave Ag In- 


variant. These together form all the substitutions which leave the given A i invariant, 


and they consequently form a Gy,s of order 36 -12 = 432, which is known as the group 
of the triple equation of degree 9. There are, of course, several ways of generating this 
group. For instance if we set 


S, = 123. 456. 789 
S, = 147.258. 369 
S, = 159. 267.348 
S, = 168.249. 357 


then Gy (S,, Sa, Sa, S,) is a non-cyclic Abelian group of order 9 and the G,. is the holo- 
morph of G2. 

Each triple is common to 120 distinct triple systems. 

If we consider for example the triple 123 fixed, then the remaining numbers form 6! 
permutations abcdef each giving the second and third row in the ‚‚matrix‘‘, namely 
abcand def. But as these may be interchanged and a cycle of order 3 applied to each 
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without changing A o, there are evidently only 6!:6=120 permutations which with 


123 give distinet A os. Now it is clear that two triples with a common couple, for 


example 123 and 124, cannot belong to the same a Moreover every couple must 


oceur in every Ar just once. Hence all Ay can be classified in various ways into 
7 classes of 120 triple systems, each class being characterised by a common triple. Thus 
123, 124, 125, 126, 127, 128, 129 are each common to 120 A 2. Thus these are altogether 


7.120 = 840 distinct triple systems on 9 elements. This checks up with the fact that 
91:432 = 840. 

Now in case of 9 the remarkable circumstance presents itself that all 84 triples 
may be distributed completely and each only once in 7 triple systems. This may be called a 
complete set of triple systems. 

That this is not always possible is clear from the case of n = 7. Such a complete 
set is for example obtained from the 7 matrices 








j123] j124] j125]j j126) j127] j128j j129| 
pen 1359|) 1378| |347| 368) |439) |736 
I7ss| I76s| 0406| l859| |s95| |576| |845 





As there are 840 distinet A ss, and from the fact that there exists at least one complete 
set, it is easily seen that a great number of such complete sets may be formed and that 
each Ag may belong to more than one complete set. So far I have not been able to 
establish necessary and sufficient conditions on the number n for which complete sets 


of triple systems are possible. The original complete sets of Age were found by trial. 


2. Triple systems with double couples. 
n(n — A) (n — 2) 
6 
triple system containing every couple twice and let x be the number of triples of the 
system. As every triple contains 3 couples 
2.n(n — 1) _ 
2 
2 =4n(n — 1). Hence n must have either the form n=3m, oorn=3m-1, and 

z=m(3m —A), or <= (3m-+ 1)m. 

For m = 1 we get in the first case n=3, x =2, a triangle 123 counted twice; 
in the second case n = 4, x = 4, or the tetrahedron 123, 124, 134, 234. The groups which 
leave this dyhedral and tetrahedron invariant are of course the dyhedral group on three 
letters, or the symmetric group, and the tetrahedral group. 

For m = 2, we have for the two cases n=6, x=40 and n =[7, x = 14. 


n elements form 





trıples and #n(n — 1) couples. Let A be a 


3 = 





n(n ra 1), 


In general, for m = 2 u 
n = bu, x = 2u (bu —1), 
or n=6bu+il, zr=2ulbutN). 


Journal für Mathematik. Bd. 162. Heft 4. 
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Form=2u-+1, 
n=6u+3, z=22u+)Bu+1), 
or n=6buril, 2=2Q2u+1) Bu + 2). 
In case of an even n,i.e,n =6u, rn = 6(u + 1) we have triple systems with double 
couples which form closed surfaces. In case of odd numbers, n =6u-+41,n=6u-+3, 
we have the same number as in triple systems with single couples, but twice the number 
of triples. Hence if we take two such triple systems with no common triple we have 
a triple system with double couples. 
Thus when va =1,n =7,x = 14. When u = 1, in the other case, n =6u +3 =9, 
z = 24. 


3. Triple system of order 7 with double couples. 
Such a system may be constructed by taking two ordinary triple systems of order 7 
with single couples without a common triple. For example 
1233 1112233 
4 =2454546 
6 7 3766757 
216 1112234 
4 =2353456 
735 6477567. 
Each system is invariant in a simple Ges. There are 7 substitution which permute 
the two systems, namely 














ı = (27) (35) (46) leaves (1) 
5; = (16) (25)(47) „ 0) 
Se = (17)(45) (23) „ (6) 
57 = (13) (24) (6) „ (N. 
Then the product of each of these is a cyclic substitution of order 7 and all these pro- 
ducts are the powers of one of these. For example 
5,8,=(1547263)=T 
8,5; =(1256437)=T“. 
T and its powers transform the two triple systems into themselves. Hence this 
is a sub-group 


nn a 


u EA re 
which leaves the triple system A7 with double couples invariant. 


If we let 1,2,...,7 represent generic points in a space of three dimensions, so 
that each triple is represented by a triangle, then the two systems form a closed surface, 
such that at each of the 21 couples there are two adjacent triangles. This surface can 
be developed in the manner indicated by the Fig. ia and then, by uniting the edges 17, 
Fig. 1b, formed into a ceyclinder. By deformation the upper rim can be shifted in a 
clockwise direction, so that corresponding equal numbers are in generatrices of the 
deformed cylinder. Then the cylinder can be deformed into a closed torus, by uniting 
equal numbers. By joining the centers of the triangles as indicated in the figure we 
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obtain 7 hexagons on the torus with the seven points as centers. For example, the centers 
of the triangles 134, 147, 175, 156, 162, 123 form a hexagon with center 1. The sub- 
stitution 5, leaves 1 invariant and permutes the sides of the hexagon cyclically 156, 
162, 123, 134, 147, 175. The substitution 7 changes the hexagon into the hexagon with 











center (5) : 517, 572, 524, 543, 536, 561. The mapping process of the polyhedron of 14 
triangles upon a torus ıs also verified by the formula 


k=V+F-S5S=7+14-21=0. 
Moreover 2 — k=2—2p, p=1. 
The hexagon with 1 as a center has the cycle U = (3 4 7 5 6 2) of order 6, which 
interchanges the sets of triple systems as follows 


1113344 1113347 
3767672 3464762 
4522565 2155625. 


Now the powers of U are 
U, = (347562) 
U, = (376) (452) 
U, = (35) (46) (72) 
U, = (367) (425) 
Us, = (326574) 
U =1. 
Thus the entire group leaving the polyhedron and in particular the polyhedron 
of 7 hexagons on the torus invariant is 
(51, S, ... $7) (1, T) (1, U, U?) 2 Ga, 
as ıs well known ®). 
4. Triple systems of order 9 with double couples. 
The triple system obtained from 
12 3 111122233347 
456 =245646554658 
789| 379897878969 
has a group which is doubly transitive, since 1, 2 may be replaced by any two other 
9 8 2| 
147 





letters, say 5 and 8: 


| 
| 





®) Brahana, Regular Maps on an Anchor Ring. Am. Journ. of Mathematics, vol. XLVIII (1926), 


Nr. 4, pp. 225240. 
33* 
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Or we have the substitution (154) (283) (796) which leaves the triple system in- 
varıant. Moreover the substitutions which leave 1,2 invariant also leave 3 invariant 
and form a group of order 6 


1, (47) (58) (69), (456) (798), (465) (789), (59) (67) (48), (68) (49) (57). 


Hence the group which leaves the triple system invariant is a G,3, of order 9-8-6 =432, 
since a group on n elements which is k-fold transitive has the order equal to the product 
ofn(n —1)---(n— k-+- 1) and the order of the group which leaves k of the elements 
fixed. The G,,, is also the holomorph of the non-cyclic Abelian group T, of order 9. 

I, (57, Sg, Sa, $S,) in which 

5, = 123. 456. 789 

S, = 147.258. 369 

S; = 159. 267. 348 

5, = 168. 249. 357. 


Two triple systems A . without a common triple form a closed surface with 


three double vertices: 


1 2 3| 141122233347 
456 =245645645658 
789 379898787969 
1 2 4| 111122233447 
35 91=235635745586 
768) 478986969798. 











The surface can be dissected and mapped on a rectangle, Fig. 2, then, as in Fig. ib, on 
a cylinder, and finally on a torus. 























4 5 u 4 
3 R & 3 
9 7 \ 

1 9 7 
8 4 5 

Fig. 2. 


There is to be noticed this peculiarity in the polyhedral configuration for n = 9, 
that the three vertices 1, 7, 9 are double vertices, each with two distinet eycles of triangles. 
By Euler’s formula 


k=V-S+F=(6+43-2)- 36 +2%4=0, so tht 2 —-k=2 
is the order of connectivity. 


From the rectangular figure it is apparent that the cylindrical configuration with 
the edges 534 joined is left invariant by the cylic substitutions (rotations around axis 
of ceylinder) 

(458) (236) (197) = T;; 


moreover by 
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S, = (28) (35) (46) (79) 
S, = (17) (25) (34) (68) 
S$; = (19) (38) (56) (24). 
Now 
5,53 = T = (236) (458) (719) 
5,8, = (263) (485) (917) = T? 
528,3 = (791) (263) (485) = T?. 
Hence there is a non-cyclic group Ge of order 6 (1, 7, T?, 5,, Sg, 53) which leaves the 
closed surface invariant. 


5. Triple systems of even order with double couples. 


The simplest case of this sort is for n=6u, u=Ä1, or n=6, with 
Such a system is for example 


123 235 
134 346 
145 452 
156 563 
162 624, 


which form a closed surface as shown when mapped on a plane in Fig. 3. It ıs uni- 
lateral and can be mapped on a projective plane. The formula gives 


„-S+F=-1046-B=-i=k, 


or2—%k=1 for the order of connectivity. The substitutions which leave the surface 
in its composition of triples invariant are the cycles of order 3 which rotate figure 3 about 
its center. Such a cycle is 123.465, 132.456. But every 
triple may be chosen as the center, thus we have 10.2 
such substitutions. Then there are cycles of order 5 
which leave one point invariant, for example 1, i. e., 
(23456), (24635), (25364), (26543), or 6:4 = 24 such sub- 4 2 ” 
stitutions. Finally there are 15 substitutions of order 2, 
each forming a spear head like (13) (24), or (16) (34), 
(16) (25). Hence there are altogether 14+15-+20-+24= 60 
substitutions which leave the triple system invariant. /f 5 6 
we join the centers of the five triangles around each vertex Fig. 3. 
we obtain the unilateral surface mapped into 6 pentagons, 
i.e., a unilateral polyhedron of 6 pentagons on the projective plane and 10 vertices is 
left invariant by the icosahedral group. 

Considering the remaining 10 triples, they form also a triple system with double 
couples 


6 5 











» 








124 243 
146 465 
163 632 
135 354 
152 526 


and which is left invariant by the same icosahedral group. As can easily be verified, 
each triple is common to six distinct triple systems. With every triple system is asso- 
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ciated the complementary triple system formed by the other 10 of the total of 20 triples. 
In a triple system and its complement all 20 triples are contained. Hence there are 
altogether 12 distinct triple systems and in this complex each triple is contained just 
6 times. 


IV. Multiple systems. 
k 
1. Systems A nr 


n 


k-tuples and 


n elements 1,2,3,..., n form | . ,) (k — 1)-tuples. It is 


k 


proposed to form a system \ v of k-tuples with the property that it contain eachs 


(k — 1)-tuple just once. 
Let x be this number, then since every k-tuple contains 
n n(n—A)(n—2)---(n—k-+2) 
Fe am 5.3.. mM - Di 
which must be an integer. The condition that this be an integer is however not sufficient. 





k(k — 1) tuples, kx = | 


Ley y be the number of k-tuples of A , containing the letter 1. Then all (k — 1)-tuples 


of A . containing the letter 1 are in these k-tuples. A (k — 2)-tuple formed from the 


remaining n — 1 letters cannot appear in more than one of the y k-tuples. On the other 
hand each of these (k — 2)-tuples is contained in the y k-tuples. Thus in each of the 


y k-tuples, there are ( er ,) (k — 2)-tuples. Hence 


k—1 n—1 
‚_9)-6-): - 
(n—A)(n—2)---(n—k-+2) 
ei vo > 
is the number of k-tuples of A with a given letter just once in each of the y k-tuples. 





Fora A : system, % must be an integer which is another necessary condition. Next 


we might find the number of k-tuples so that each contain a given couple ik, and so forth. 


4 








2. A Rn 
To ıllustrate this, take k = 4, then 
_n(n—1)(n—2) "B-Yn-2 
u © 5: © n. 3.2 


In this case n — 3 elements which form quadruples with ık must form }4(n — 2) 
couples which with ik form all possible distinct triples each containing ik. From this 
follows that n must be even. Thus n=2m, and y=4(m — 1) (2m — 1), and 
either m =3u+1,orm=4(34 +14). Inthelatter caseu =2r +1 andm=3r-+2. 

For quadruple systems of order n we have therefore either n =6bu +2,orn =6bu- 4, 


and the number of quadruples in Ar is accordingly x = (34. +1) (6u« +1), 


z=4(3u +2) (2u+1)(3u +1). In such a system each element occurs u(6u-+ 1) 
or (2u +41) (3u#u +1) times. 
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3. Quadruple systems of lowest order /\ 4 


Next to the quadruple system on 4 elements which consists of one quadruple 
4234, containing 4 triples 123, 124, 134, 234, and which is left invariant by the 
symmetric group on 4 elements, the quadruple systems of lowest order can be formed 
with 8 elements, such that each system contains 14 quadruples and each possible triple 
once, and every couple 3 times, and each letter 7 times. 


It is not difficult to devise a graphical scheme to establish such quadruple systems. 
One is to number the vertices of a cube from 1 to 8 in any order. Then the quadruples 
of the system consist first of 6 faces, second of the 6 rectangles each determined by two 
opposite edges, third by the two tetrahedrons inscribed in the cube. 


14121313211 
26532425343 
37646546654 
58788778786 


The problem now is to determine the order of the group of degree 8 which will 
permute the quadruples of the system, in which a quadruple is defined as a set of four 
numbers irrespective of the order in which they are written. In the first place it is evident 
that the octahedral group written on 8 letter leaves the system invarıant and hence 
is a subgroup of the group in question. Moreover as any three letters on the cube can 
be replaced by any three other letters and the remaining one so distributed over the 
remaining vertices so as to give rise to the same quadruple systems the group will be 
triply transitive. The substitutions of the group which leave 3 letters unchanged, for 
instance 123 also must leave 5 unchanged. These are 1, (46) (78), (47) (68), (48) (67), 
which form a sub-group of order 4. Hence according to a well known theorem that the 
order of a group of degree n which is k-fold transitive is equal to the product of 
n(n—1)---(n— k+1) and the order of the group which leaves k elements un- 
changed, the order of the group of the quadruple system is 

8:7-.6:4 = 1344. 


This order may also be obtained by establishing the number of distinet quadruple 


systems. As every triple must be in a system, 
1234, 1235, 1236, 1237, 1238 


must belong to different quadruple systems. The problem then is to find how many 
quadruple systems can be formed with each of those quadruples fixed. Considering 
1235, for example, we can form 24 permutations with 4678, each of which, with 1235, 
defines a quadruple system. But any two successive transpositions of different letters, 
like (47) (68), leaves the quadruple system invariant. As there are 4 such double trans- 
positions, there are 6 distinet substitutions, (48), (67), (47), (68), (78), (46) which will 
give three distinet quadruple systems. Thus either (46), (47), (48), or (78), (68), (67), 
give three distinet systems; likewise the product of any two, i. e., (46) (47), (47) (48), 
(48) (46) three more, i. e. altogether 6 quadruple systems associated with 1235. Thus 
4876 is obtained by the substitution (78) (67) or (47) (68). (46) (47) from 4768; likewise 
4687 from 4768 by (67) (87) or (678). As there are altogether 8! substitutions and 30 
distinct quadruple systems, each quadruple must be invariant in 8! :30 = 1344 sub- 
stitutions, which form the above Gjsu- 


As to the structure of this group it contains a 
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4 

(12) (35) (47) (68) 
(13) (25) (46) (78) 
(15) (23) (48) (67) 
(18) (26) (37) (45) 
(16) (28) (34) (57) 
(17) (24) (38) (56) 
(14) (27) (36) (58), 





| (1253, (48) 
(15) (23) 
(1352) (48) 
G3 ? (12) (35) 
(23) (48) 
(13) (25) 
(15) (48) , 


a G; (1234587) eyc; 
a G3 (235) (478) eye; 


moreover the subgroups 





Ge = (6G3 63 

Ga :G7 = (G;6 

Ga 'G3 =6Gu4 

Gr :G3 = Ga 

Ge :G7 :G3 = Gies (not simple). 


4. Configuration of two quadruple systems without a common quadruple. 


If we interpret the eight elements as eight points in space of four dimensions, every 
quadruple will be represented by a tetrahedron. Two quadruple systems without a 
common quadruple can be joined so that each face (triple) of the fourteen tetrahedrons 
in one system will coincide with the same triple-face of the tetrahedron in the second 
system in which it occurs. In this manner we obtain a closed hypersurface P,, in 5, 
bounded by 28 tetrahedral cells. 


If ın an S,„, there are for a polyhedron r, vertices, r, edges, r, faces, r, cells, r, four- 
spaces bounding, etc., then for an Eulerian polyhedron 


1-nt+tn-ntnt 4-0" nm =0. 
Here r„—ı, the number of (n — 1)-spaces bounding the polyhedron, is 1. Now 
for our 28 cells in 5, we have 


1-8+2383-565+2383—-1=—8. 
Hence the 28 cells in 5, does not belong to the ordinary polytope. 
The cells of a P,, may be represented for example by 


/ 








1111112222334 

0 | 22233453345456 
“1 34647564657567 
57868878768788 
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(1111113422223 
235342245359346 
4+5646375756467 
ı57887686887788, 


Qi | 





so that 
P 28 — Qu + Qu ’ 


in which Q,, and Q;, are two quadruple systems without a common quadruple. The 
problem is to find the group of degree 8 which will leave P,, invariant. There are sub- 
stitutions which leave any two elements in Q,, and the same two elements in Q;, fixed 
and permute Q,, and Q;,; for example 


S = (25) (34) (18) which leaves (1) and (7), 
T = (37) (46) (58) which leaves (1) and (2), 
U = (13) (68) (27) which leaves (4) and (5) 


invariant and also permutes Q,, and Q}j,- The product of any such two substitutions 
is a substitution which leaves each Q,, and Q;, invariant, for example 


ST = (2847365) 
SU = (134) (257). 


Thus for each element there is a cycle of order 7 which leaves this element and each 
Q,, and Q7, invariant. It is seen that the substitutions of the group which leave PP, 
invariant, are of two kinds: those that permute Q,, and Q7, and those that leave both 
Q,, and Qj, invariant. Another substitution which leaves (1) and (2) fixed and permutes 
Q,, and Q,, is W = (368745), for which W? = (384) (675), W* = (37) (46) (58) = T. 
SUT = (17285364) is a substitution of order 8 which permutes Q,, and Q,.. (SUT)? 
= (1256) (3478) and (SUT)* = (15) (26) (37) (48) are substitutions which transform 
Q,, and Q,, into themselves. Hence there are operators of order 2, 3, 4, 7 which trans- 
form Q,, and Qj, into themselves, and operators of order, 2,6,8 which permute Q,, 
and Q1.- 

The group is again triply transitive and the substitutions which leave three elements, 
say (1), (2), (3), invariant cannot also leave (5) and (6) invariant (outside of identity) 
hence 5 and 6 must be permuted, likewise 7 and 8, but these assumptions lead to con- 
tradietions, so that the only substitutions which leave 1,2,3, in Q,, + Q4, invariant 


is identity. Hence the group leaving P,, invariant is of order 8-7:6-1 =336. The odd 


substitutions of this group permute Q,, and Q,, while the even substitutions form the 
sımple Gjg which leaves both Q,, and Qi, invariant. 


There is 
Ges = (1,C,C®,...)(1,A4,A®,...)(1, 2, B®,...), 


where 


A = (285743), B = (1234587), C = (17285364). 
The orders of A and C’ are 6 and 8 respectively. The product C* AP leaves Q,, and Q14 
ıinvariant, when «+ß = 2m. 
As A®=1, CC =1, we may solve this equation fr a+ß# <12, a<s8 $<s6, 
and find easily 24 solutions, including identity. 
Journal für Mathematik. Bd. 162, Helft 4. 34 
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Hence there are 24 substitutions of the form C* AP which leave A : and N, 


| ’ h 8 8 - 
ınvariant, consequently leave the configuration \ 4 N „ T the polyhedron P, in S, 
invartiant. 


That configurations admitting of finite groups are not limited to the types A r will 


appear from the following example. 


5. A certain quadruple system on 16 elements. 
It is proposed to construct a quadruple system on 16 elements 1,2,...,16 such 
that every element occurs just 6 times, i.e., in six quadruples of the system. 
Let x be the number of quadruples, then there are 4x elements in the system. 
But as every element occurs in six quadruples, there must be 42/6 = 16 and x = 24. 
Thus such a system must have 24 quadruples. Such a system is for example 


1234 1548 5.9.12.8 1.4.16.13 
678 2673 9.13.16.12 1.2.14.13 
9.10.11.12 8.12.11.7 10.14.15.11 1.5.9.13 

13.14.15.16 12.16.15.11 6.10.11.7 2.3.15.14 
1562 5.9.10.6 7.11.15.3 6.10.14.2 
8734 9.13.14.10 3.16.15.4 8.4.16.12. 


There are exactly 32 couples each of which occurs exactly 3 times in the system. The 
24 quadruples may be grouped into 8 octuples 


1.2.3.4 9.6.7.8 9.10.11.12 13.14.15.16 
5.6.7.8 9.10.11.12 13.14.15.16 1.2.3.4 
8.4.1.5 5.6.2.1 6.10.14.2 8.7.3.4 
12.16.13.9 10.14.13.9 7.11.15.3 12.11.15.16 , 


so that every octuple contains exactly 6 of the quadruples of the systems. But the 48 
quadruples thus obtained are two by two equal, so that there are only the 24 original 
distinet quadruples. Now between the number of elements, couples, quadruples and 
octuples exists the identity 


1-16+2-4+8-1=0, 


which is Euler’s formula for the 8-cell or cube in four dimensions. Geometrically this 


follows from the following consideration. The 16 elements may be represented by 16 


generic points in Euclidean four space. By a continuous deformation of space, more 
precisely by a transformation of at least the second order 


4 
„zZ, Gm % a + dr + bi 
0 = —— ’ i=1,234, 


4 


Z Au + X + d 


k,i=1 





depending on 74 effective constants, 16 generic points, determined by 4-16 =64 con- 
stants may always be transformed into the 16 vertices of an 8-cell. Thus when they 
are transformed in the order as indicated by the above quadruple system, the elements, 
couples, quadruples, and octuples of the system form the vertices, edges, faces and cubes 
of an 8-cell in four dimensions. The octahedral group attached to each cube of the 
8-cell leaves this cube invariant and induces a definite transformation of the remaining 
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cubes among themselves, thus transforming the whole 8-cell into itself. With each 
cube there is associated such an octahedral group. Hence there are 8-24 = 192 move- 
ments of the 8-cell into itself. Or the group associated with the quadruple system 
is A G;9a, which is well known as the polyhedral group which leaves the 8-cell invariant. 


Every permutation of the 16 elements marked off in quadruples as in 1234. 
5678.9 10 11 12.13 14 15 16 and formed into a quadruple system as induced by 
this grouping gives rise to a quadruple system which is invariant in a Gjg. 


6. Quintuple and higher systems. 


u ’ Me 5 
By a similar procedure as in A „Wis found that the lowest possible non-trivial 


quintuple system is a A nd with 66 quintuples. In such a system every letter occurs 


30 times, every couple 12 times, every triple 4 times, every quadruple once. 
Professor Carmichael shows that the group which leaves this system invariant is 
a four-fold transitive Mathieu group of degree 11 and order 11-10-9-8. 
The existence proofs for quintuple systems for n > 11, and in general of k-tuples 
systems seem to be difficult, likewise the solution of the problem of complete sets of 
k-tuples systems for possible values of n. In any case these problems are closely con- 


nected with group theory. 
As in the case of the 8-cell in $,, other conditions than the existence of each (k — 1)- 


tuples in a set of k-tuples may be imposed on n elements. We get accordingly different 
configuration and groups in which they are invariant. 





Eingegangen 13. Februar 1929. 
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Über die schlichten Bereiche in der Theorie der Funktionen 
von zwei komplexen Veränderlichen. 


Von Stefan Bergmann in Berlin. 





In zwei vor kurzem erschienenen Arbeiten !) wurden die zusammenhängenden 


Bereiche des R' 2) in Klassen eingeteilt, wobei die Gesamtheit der Bereiche, die durch 
(in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt) normierte?) Paare von Funktionen von 
zwei komplexen Veränderlichen aufeinander abbildbar sind, in einer Klasse zusammen- 
gefaßt wurde. 

Es zeigte sich dabei, daß man in jeder Klasse abzählbar viel unabhängige Invarianten 
aufstellen und einen ausgezeichneten Repräsentantenbereich aussondern kann. Die 
erste dieser Invarıanten hat die folgende Bedeutung: 


Ist 8 irgendein Bereich, der zu der betreffenden Klasse gehört, so bezeichnen 
wir als die erste Invariante A, das Minimum von 


(1) SSSSIHX, Z?dw 9), 
B 


(4) 


wobei zur Konkurrenz alle in 3” regulären Funktionen f(X,Z) mit endlichem 


f f f f I/(X,Z)|’dw herangezogen werden, deren Funktionselement um den Koordi- 
(4) 


natenanfangspunkt mit 15) beginnt. A, kann man als das (vierdimensionale) Volumen 
derjenigen Bereiche der Klasse deuten, die das kleinste Volumen besitzen. 


!) Über unendliche Hermitesche Formen, die zu einem Bereiche gehören, nebst Anwendungen auf Fragen 
der Abbildung durch Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen, Mathem. Zeitschr. 29 (1928), S. 640—677 
und: Über die Existenz von Repräsentantenbereichen in der Theorie der Abbildung durch Paare von Funktionen 
von zwei komplexen Veränderlichen, Mathem. Annalen 102 (1929), S. 430-446. Vergl. ferner H. Welke, Über 
die analytischen Abbildungen von Kreiskörpern und Hartogsschen Bereichen, Math. Ann. 103 (1930). Wir werden 
im folgenden die beiden ersten Aufsätze als Arbeiten H und E bezeichnen. In der Fußnote !2) S. 431 der Ar- 
beit E befindet sich ein Druckfehler, der hier berichtigt werden soll: anstatt „außerordentliche singuläre Stellen“ 
soll es „außerwesentliche singuläre Stellen‘ heißen. 


2) Mit R” soll der n-dimensionale Raum bezeichnet werden. Der obere eingeklammerte Index bei 
einer Mannigfaltigkeit gibt die Dimension der Mannigfaltigkeit an. 

®) Unter einem in bezug auf den Punkt X = 0, Z = 0 normierten Funktionenpaar wird ein Paar V(X,Z), 
W(X,Z) verstanden, für welches 














v(0,0) = 0, oV(X,Z) eV(X,Z) RE \ 
(A) | 0X Iy-zo0 | 08 Ir-z-0 
I, (RR 
| 0X Iy-z-o0 | 02 Ir-zo 
gilt. 
*) Unter ff J J wird stets das uneigentliche Integral verstanden. dw bedeutet das (vierdimensionale) Vo- 
"IC 
lumenelement. 


®) Die weiteren Invarianten A,, werden durch das Minimum von (1) bei der Nebenbedingung, daß das 
Funktionelement von /(X, Z) mit X”Z” beginnt, gegeben. Für die n,m wird dabei stets die Reihenfolge 
(0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2),... 
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Im Falle der einfach zusammenhängenden Bereiche der Ebene charakterisiert 
eine einzige Invariante®) vollständig die Klasse. Es sind in diesem Falle alle Inva- 
rianten A„ Funktionen einer unter ihnen. 4, ist die Fläche des Kreises um den Koordi- 
natenanfangspunkt, der zur Klasse gehört. 

Es entsteht nunmehr eine wichtige Aufgabe, umgekehrt mit Hilfe der zur Klasse 
gehörigen Invarianten geometrische Eigenschaften der Bereiche, die zu der betreffenden 
Klasse gehören, festzustellen. 

Stellt man bei den einfach zusammenhängenden Bereichen der Ebene die ent- 
sprechende Aufgabe, so ist das Problem bedeutend einfacher, da man jeden Bereich 
auf das Innere eines Kreises abbilden kann (vgl. Fußbemerkung®)). Einer der wichtig- 
sten Sätze aus dieser Gruppe ist der Koebesche Satz (mit der Bieberbachschen Schranke), 
der besagt, daß jeder Berandungspunkt des schlichten Gebietes &” mindestens um 


- E von dem Koordinatenanfangspunkt entfernt sein muß (}, ist die Invariante der 


Klasse, zu der ©” gehört). Ein anderes wichtiges Ergebnis ist der bekannte Löwnersche 
Satz’) über die konvexen Bereiche. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es zu zeigen, daß man mit Hilfe ähnlicher 
Betrachtungen wie beim Koebeschen Satz gewisse Beziehungen geometrischer Natur 
bei den schlichten Bereichen ©” des R'” feststellen kann. 


81. 
©” sei ein schlichter, einfach zusammenhängender ®) Bereich des R'”, der den 
Koordinatenanfangspunkt in seinem Inneren enthält und von der dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit M berandet ist. 
Eine analytische Ebene €”, die durch einen äußeren oder Randpunkt %(z, z) 
von © geht, soll für den Punkt ® eine Trennebene heißen, wenn der durch den 
Punkt X =0, Z=0 und €” gelegte, lineare dreidimensionale Raum R“ so durch 





festgehalten. Geht man von der Normierung (A) zu der Normierung 


(B) v0,9=0, W00)=0, (ax De 


über, so ist es vorteilhaft, gewisse neue mit den Invarianten A,” eng verknüpfte Hermitesche Formen einzuführen. 
(v,u)=(0,n) 


Sucht man das Minimum von (1) bei der Nebenbedingung, daß /(X,Z) mit dem homogenen Polynom 3 a,.X'Z" 
(v, u)=(n, 0) 


beginnt, so wird dieses Minimum durch die Hermitesche Form Hy„(ar., a) der n-+1 Veränderlichen &:, 
und ihrer Konjugierten gegeben (vgl. Arbeit H, S. 668, 672, 676). Wie in der Arbeit H gezeigt ist, lassen 
sich die Anm und die Hn(&yu, &,’) in einer einfachen Weise durch das vollständige Orthogonalfunktionensystem, 


das zu 8 gehört, und deren Ableitungen ausdrücken. Da man in den meisten Fällen der einfach zusammen- 


hängenden Bereiche des R'® ein konstruktives Verfahren zur Berechnung eines vollständigen Orthogonalfunk- 


tionensystemes angeben kann, so haben wir die Möglichkeit, in diesen Fällen die Anm tatsächlich zu berechnen. 
dw(z) 


| 1 
dz J,-o 

gilt. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gehört zu jeder Klasse von einfach zusammenhängenden Bereichen 
ein Kreis um den Koordinatenanfangspunkt. ?, ist seine Fläche. Herr Bieberbach führt an Stelle von A, den 


Radius V* dieses Kreises ein, den er als Abbildungsradius bezeichnet (vgl. dazu Bieberbach, Lehrbuch der 
n 


Funktionentheorie II [Berlin 1927], S. 322). 

?) Karl Löwner, Untersuchungen über die Verzerrung bei konformen Abbildungen des Einheitskreises 
IZIs1, die durch Funktionen mit nicht verschwindender Ableitung geliefert werden, Berichte der sächs. 
Akademie der Wissenschaften 69 (1917), S. 89—106. 


®) Darunter wird verstanden, daß &* einer Hyperkugel (topologisch) homöomorph ist. 


=1 


6) Im Falle der Ebene wird man als normiert eine Funktion w(z) bezeichnen für die w(0) = 0, 
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€” in zwei Teile zerlegt wird, daß der eine Teil keine gemeinsamen Punkte mit dem 
Inneren von &® besitzt. Die Ebene €” kann auch nur mit der Berandung M'” von 
© gemeinsame Punkte haben; wir schreiben ihre Gleichung in der Form: 

(2) aX+bZ=L (L=ar-+b;) 

la? + |? = 

Einen äußeren oder Randpunkt von ©” nennen wir in bezug auf ©” 
subkonvex, wenn es zu ihm mindestens eine Trennebene gibt?). 

Einen äußeren oder Randpunkt von © nennen wir in bezug auf ©® bikonvex, 
wenn zu ihm mindestens zwei verschiedene Trennebenen €" und €” existieren. 

Hat man allgemein zwei analytische Ebenen 
„X+bZ2=L, 


er jan]? + [12 =1 a 
so wird der Winkel zwischen ihnen bekanntlich !°%) durch die Gleichungen 

(4) SIN E45 = |a,b, — a,b, 

(4 a) CO8 &12 = |a,d, + agb; | 


definiert. Der Winkel zwischen den beiden (verschiedenen) Trennebenen in einem bi- 
konvexen Punkt ist immer von 0 verschieden. 


Satz I. Seien ®B,(X,,Z,) und ®B,(X,,Z,) zwei in bezug auf den schlichten, ganz 
im Endlichen gelegenen Bereich &® subkonvexe Punkte. Die erste Invariante von ©” 


sei Ay Besitzen die Trennebenen GE? und € der Punkte P, und ®, einen von OÖ ver- 
schiedenen Winkel &,, so gilt die Ungleichung 























Lil | _ (a1Xı + d12,) (a, X +52). 1 7 
(0) sin &o| a,b, — a,b, = 16r Vin, 
wobei (3) die Gleichung von & ist 
Beweis. Durch die Transformation 
a b 
6) = 1_-X —:_2Z, a ee 
1” Vsin e,; T Vsin &5 vr Vsin e,, ” Tr sin E* 


geht © in einen schlichten Bereich &”* über, und die Gleichungen der Trennebenen 
erhalten die Form 





L 
7 = —ı_. bzw. (7 u ——Z_ 
M Vsin &, RE Vsin &; 


Legen wir nun den dreidimensionalen linearen Raum R% durch den Koordinaten- 
anfangspunkt O und E® (n = 1,2), so wird, da ®, subkonvex ist, der eine durch Cr 
begrenzte Teil &% von R% außerhalb von &®* liegen. Wir schlitzen den vierdimen- 
sionalen Raum längs der Raumschlitze 2 und £® auf. Der so entstandene vierdimen- 


sionale Bereich &® kann auch als Produktbereich der (gemäß Abb. 1 und 2) aufge- 
schlitzten v- und w-Ebene aufgefaßt werden. 








?) Jeder Randpunkt eines konvexen Bereiches ist subkonvex. 

10) Vgl. dazu E. Study, Sugli enti analitici, Rend. di (ire. mat. di Palermo 21 (1906), S. 345 und 
K. Reinhardt, Über Abbildungen durch analytische Funktionen zweier Veränderlicher, Math. Annalen 88 (1921), 
S. 220, 


Die analytischen Ebenen werden in der genannten Arbeit von E. Study als „synektische‘‘ Ebenen 
bezeichnet, 
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N ® -Ebene (w.-o) y w-Ebene (v-0) 
L 
Vein &. 
I2_ 
sin Er 
[7] [7] 
Abb. 1%) Abb. 24) 


Wir wenden nunmehr auf den geschlitzten Raum &* die Transformation 











Tan ® l/_£ı 
V® seragigg I u I 2. - 
(8) v-_4-_!t Vene 1 yYsinen 
Vsin &5 L. / E.. 
’— —— ti — 
Vsin &5 Vsin &35 
u. u Er 
w — — B | — 

(8 a) RER I 2. vr R Ysin 2 TE Vsin €12 
/ rer —— 2 Z — - 
anf hg 

Vsin &,, Vsin &, 


an, wobei in (8, 8a) diejenigen Zweige gewählt werden, für die V bzw. W für v = 0) bzw. 
w=0 gleich Null wird. & wird dann schlicht auf einen Bizylinder X” abgebildet, 

















h V- Ebene 
. W- Ebene 
yo 
oO zn u 
Abb. 3 Abb. 4 


dessen Komponenten $% und 365 Kreise um den Koordinatenanfangspunkt mit den 


Radien We bzw. «| sind 2), Der aus go durch die Trans- 


Vsin &3 Vsin &12, 


formation (8, 8a) hervorgegangene Bereich S®** liegt ganz in W®. Unsere Trans- 


——nn 





1) Der Schlitz, der im Punkte » — DL 


(dev. w= a beginnt, liegt auf dem Strahle, der 
V sin &ıs 


] sin Eıo 


O mit Unendlichen verbindet. 
') Der Bizylinder A'® ist ein (Produkt-)Bereich des R(®, dessen Inneres aus allen Punkten 73, W3 be- 


steht, wobei V„ ein beliebiger innerer Punkt von I, W. von jo, ist. 
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formationen erfüllen die Normierung (B), bei der die erste Invariante A, erhalten 
bleibt. Da 


(9) yo < Vol. von &'®** < Vol. von A”, 
ıst 
LL 
< 46272 
(5a) /o = 16° Br ik 








w. z.b. w. 2), 
Korollar I. Sind die Punkte ®,(n = 1,2) in bezug auf den Bereich ©” subkonvex, 


und bedeutet E„ die Entfernung des Koordinatenanfangspunktes O von ®,, so ist: 


E,E; Eu 
Sr ee 14 
= 16m )- 


SIN &ja 


(10) 


Es ıst nämlich 
EZ |L.|, 


da |Z„| den Abstand der Ebene € von O angibt, und ®, in der Ebene € ]iegt. 
Wie aus dem Beweis des Satzes hervorgeht, kann man die Punkte ®, und %, 

zusammenfallen lassen, wenn nur die Ebenen 6? und €E{? verschieden bleiben, d. h. 

wenn es sich um einen bikonvexen Punkt handelt. Aus dem Korollar I folgt dann: 


Korollar II. Ist ® ein in bezug auf ©® bikonvexer Punkt und bedeutet E seine 
E ke von dem Koordinatenanfangspunkte O und e den Winkel, den zwei seiner Trenn- 


13) In gleicher Weise wie bei dem Beweis unseres Satzes, schließt man daß die n-te Hermitesche Form 
H„(.,.)°) des Bizylinders A'® größer als die entsprechende Hermitesche Form von S®** ist, Wendet 


p=n 
man die Transformationen (6, 6a), (8,82) an, sogeht eine Funktion f, diemit dem Funktionselement 3 &,— 7,» XP Z" 7"? 
p=0 
eip PR 
beginnt, in eine Funktion über, deren Funktionselement mit a S» VPW"”P? beginnt, wo 
sin ? &15 p=0 





tea EHER HC 





und jeir| = 1 ist. Es folgt daraus, daß 
N en 5 2p42 7 m p)+2 
Hn(&yu, ou )Ss inet? Er [Zi | p “II, £ p |$p P 
ist. 
14) Im Falle einer komplexen Veränderlichen lautet die entsprechende Ungleichung: 


11/3, 
E24 *- 
Bezeichnet man mit 2,(X,Z) (s=1,2,3,....) das zu &* gehörige, vollständige Orthogonalfunktionensystem, 


so ist 
1 





o= ERTER, 
& 2,(0,0) 2,(0,0) 
s=1 
(vgl. dazu die Arbeit H). Da man den Koordinatenanfangspunkt als in einem beliebigen inneren Punkte von 
S'® gelegen annehmen kann, folgt aus (5a) bzw, (10) eine Abschätzung nach unten für den Kern 
n See 
& Q(X,Z)Q(X,Z). 
s=1 

Die in bezug auf S® subkonvexen Punkte können beliebig nahe an den Koordinatenanfangspunkt O 
heranrücken. Bezeichnen wir mit ö eine beliebig kleine Größe, so hat der Bizylinder, dessen Komponenten 


Kreise von den Radien ö und n VA» sind, subkonvexe Berandungspunkte, deren Entfernung von dem 


Punkt O den Wert ö besitzt. Die erste Invariante dieses Bizylinders, die Größe A,, kann dabei jeden belie- 
bigen Wert haben. 
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ebenen miteinander bilden, so ist 


(1) E2 1E Vin. 








$ 2. 

Betrachten wir alle schlichten Abbildungen des Bereiches &” durch Funktionen, 
die die Normierung (B) erfüllen. Zu jedem der so entstandenen Bereiche gibt es eine 
kleinste Hyperkugel vom Radius P mit dem Mittelpunkt in O, die den betreffenden 
Bereich enthält. P hat eine von O0 verschiedene untere Grenze, die wir mit o be- 
zeichnen. o ist eine Zahl, die durch die Klasse gegeben ist "°). 

Die auf diese Weise eingeführte Größe o läßt sich mit den von uns früher be- 
trachteten Größen in Beziehung setzen. Es ist zunächst klar, daß 


18 
D% 0° > Ay 
ist. Wir können ferner ein dem Satze I analoges Ergebnis erhalten, indem wir bei unseren 


früheren Betrachtungen A, durch o ersetzen. Es gilt der 


Satz II. Sind PB, (X1,Zı), Be (X, Z,) zwei in bezug auf ©* subkonvexe Punkte, 
deren Trennebenen die Form (4) haben, so gilt für die Größe o, die zur Klasse von &” 
gehört, die Ungleichung 


(12) sa. 


Beweis. Wir wenden wie bei dem Beweise des Satzes I auf &'*” die Transforma- 
tionen (6, 6a), (8, 8a) an und außerdem nachträglich noch die Transformation 


'L.| 
Ru en ıZ2| W 
(13) V Vz) IV V, (13 a) W* — / L| W. 


Der Bereich &* wird dann auf den Bizylinder X” um den Koordinatenanfangs- 
punkt O abgebildet, dessen Komponenten zwei Kreise um den Koordinatenanfangspunkt 


O mit gleichen Radien yahl sind. Die größte Entfernung der Berandung von 
12 
2ZL| 


SIN &yg 


kugel um O vom Radius ‚ya 


A" von dem Punkte O ist / A" Jiegt also ganz im Innern einer Hyper- 


u, und es muß somit die Ungleichung (12) gelten. 
12 


6a 


Benutzt man die in (3) und (4) eingeführten Bezeichnungen und läßt man 
X,Zu(n=1,2) alle in bezug auf ©” subkonvexen Punkte durchlaufen, so wird der 
Ausdruck 

max.[|Z, |, Zell _ max. [|a, X, + 5Z2,|, |. X, + b222 |] 
SIN E12 a,b, — a,b,| 








eine von Null verschiedene untere Grenze besitzen. Es ist nicht schwer zu beweisen, 





15) Es liegt nahe — auf einem ähnlichen Wege, wie im Falle der Theorie einer komplexen Veränder- 
lichen — den Beweis zu führen, daß es in jeder Klasse schlichte Bereiche gibt, die im Innern einer Hyperkugel 
vom Radius o um den Koordinatenanfangspunkt liegen. (Vergl. etwa Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 
II, 8. 6). Für die subkonvexen Berandungspunkte solcher Bereiche kann man weitere Ungleichungen aufstellen, 
worauf wir aber hier nicht näher eingehen werden. 


Journal für Mathematik. Bd. 162. Heft 4. 30 
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daß diese Grenze ein Minimum darstellt. Wir werden dieses Minimum mit #(&") 
oder kurz mit w bezeichnen. 
Korollar III. Jeder in bezug auf &* subkonvexe Punkt ®, ist mindestens um 


(14) E,> I 


vom Koordinatenanfangspunkt O entfernt. 

max. (|Z, |, |Z2]|) 
SIN &ja 

 ı1st. Wir zeigen zunächst, daß die Trennebene eines beliebigen subkonvexen 





Beweis. Seien ®, und ®, diejenigen Punkte, für die gleich 


Punktes mindestens mit einer der Ebenen €” und € einen Winkel bildet, dessen 


sın nicht kleiner als . sin &j, Ist. Durch eine analytische Drehung um den Punkt O 


können wir erreichen, daß die Gleichung von € die Gestalt 
Z = const. 
hat. Die Gleichungen von 6” und 6% sollen dann lauten: 
aXxX+b,Z = const. bzw. q,X-+b,Z = const. 


Es ıst nun 
sin &j3 = |a;| sin E93 = | Qz | 
(15) sine, = Ja), — a,b,| S V(la, |? + laa |?) (|, |? + |b,]? S V%la,l? + la; |?) 
= V2(sin? e3; + sin? e,) < 2 max. (sin &,;, Sin &). 
Bedeutet E„ die Entfernung des Punktes ®,„(n = 1,2,3) von O und wählt man die 
Bezeichnungen so, daß 23 2 & ann so folgt aus (5), daß 


1 .: 
[LES [Zul 1Eul 2 75, V Me sin 535 > 25V Rn sin 6 











oder 


— Sin &% V io 

nd E > V ho 9 11,2 3m 
wird, w. z.b. w. 

Ist X*(X, Z), Z*(X,Z) ein im Sinne der Beziehung (B) normiertes Funktionen- 
paar, dessen Funktionaldeterminante D*(X,Z) ist und das einen schlichten Bereich Cu 
des XZ-Raumes auf einen anderen schlichten Bereich &®* des X*Z*-Raumes abbildet, 
so entsteht — in Analogie zu dem ebenen Fall — die Frage, ob die Größen 





























&) x | a | em 
0X /r-z-0 02 /x-z-0 0X/x-z-0 02 ’x-z=0 ' 
[porx. 2) foo° (X, 2) 
0X x-2- 02 -2=0 








nicht unter nur von der Klasse abhängigen Schranken liegen müssen. Wir werden im 
folgenden für schlichte subkonvexe Bereiche !%) Schranken ARne. Art angeben, die 
allerdings außer von Klasseninvarianten noch von u(&®) und u(&‘*””) abhängig sind”). 


20) Unter einem subkonvexen Bereich wird ein ganz im Endlichen gelegener Bereich verstanden, dessen 
sämtliche Berandungspunkte subkonvex sind. (Jeder konvexe Bereich z. B. ist subkonvex.) Es lassen sich 
die hier angegebenen Voraussetzungen stark vermindern. Insbesondere ist es überflüssig, die Subkonvexität auf 
derganzen Berandung von S'® und von &(®* zu fordern. Da aber die Formulierung dieser Bedingungen und der ent- 
sprechende Beweis die Kenntnis der Ergebnisse der Theorie von „ausgezeichneten Randflächen‘“ erfordern, ver- 
zichten wir auf ihre Wiedergabe. 

17) Da man bei diesen Abschätzungen # durch eine größere Zahl ersetzen darf, gelten die im weiteren 
abgeleiteten Ungleichungen schon bei sehr allgemeinen Mengen von schlichten Bereichen, die zu einer 

















(18) || 


(19) | 
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Hilfssatz. Sei X*'(X,Z), Z’(X,Z) ein im Sinne von (B) normiertes Funktionen- 
paar, das den subkonvexen, schlichten, ganz im Endlichen gelegenen Bereich S” auf einen 
ganz im Innern der Hyperkugel vom Radius P mit dem Mittelpunkt in O gelegenen schlichten 
Bereich 8” abbildet. Es sind dann die Größen 





























ıran+myt n+mrzt N j n+m 
[E e z ’ I = gleich oder kleiner PAL. = er a T. 
LOX"oZ"]r-z-0 0X 0Z "xr-z-0 2 
Ag. 
a 2. 
laXt zo | 02 rizt 0’ Max 0’ az ” Vie 
[eD'(X, i | be (X, 2) | 6 (32 Y2au)®P? 
0X Zu | 02 |, z=0 £ VA, 
foD(X',Z m pe En | 12(32 / 2nu)*P® 
ar I at Irre ; A 
o(X*,Z*) + (X, Z) 
D’(X,Z) = 52 BR,2) a —. 
© Ä o(X*, Z*) 
Beweis. Da die Berandung von ©” aus lauter subkonvexen Punkten besteht, 


V Aoo 


so ist nach dem Korrollar III jeder Berandungspunkt mindestens um mu von dem 


Koordinatenanfangspunkt entfernt. Wir können somit im Innern von © einen Bi- 
zylinder legen, der das Produkt von zwei Kreisen um den Koordinatenanfangspunkt 





als Mittelpunkt mit gleichen Radien m ist, von denen der eine in der Ebene X =(), 
Tu 


der andere in der Ebene Z = Oliegt. Da ®'”' ganz im Innern einer Hyperkugel vom 
Radius P liegt, so ist sowohl X' (X, Z), wie Z’ (X,Z) in jedem Punkte X, Z dieses Bi- 
zylinders kleiner als P._ Nach dem Cauchyschen Residuensatz ") gelten die Un- 
gleichungen (16). Da ferner das Funktionspaar im Sinne der Relation (B) normıert ist, 
d.h. da 
f roxX'oz! 0Xx'o0Z | 
2 X0,0=0, 20,09=0, [LE -K]  |=1 
ist, folgt die Relation (17). Nun ist 























r& a] | _|fa goX'oz! 0x! oz! ] | 
| Zutm0 (LOX\OX 2 0902 9X’) 
lo2x! oz! oX' az! ı 0X oztı 10x zZ" | 
a EEE SZ 
= ||Ix % + 15% at zax ax + iz |... 
— 6(32 V2ru)® pP? 


a; 
Schließlich ist 
D\X,Z) D(X',z') =1, 








Klasse gehören. So z. B. bilden eine derartige Menge alle subkonvexen Bereiche der Klasse, die die Eigen 
schaft haben, daß man in ihrem Äußern zwei Ebenen e und > legen kann, die sich unter dem Winkel e 
schneiden, wobei die Entfernungen E, und E, der Ebenen er bzw. e» von O kleiner als eine feste Zahl sind, 
und & größer als ein fester Winkel e, ist. 

18) Vgl. Osgood, Lehrb. der Funktionentheorie II (1924), S. 18 
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somit 
oD(X',Z') oD'(X,Z) 0X  OD“(X,Z) 02 
er he Dx',2) | ax et 7 2} 

und < 

DH 7 Pe 12(32Y2ru)tP® ı 

Zu: ; Pr IP SEP Bu Ao 
Auf dem gleichen Wege beweisen wir die entsprechende Ungleichung für 

oD(X',Z') 
| ox' = a 





Satz III. Seien ©” und &®* zwei ganz im Endlichen gelegene, schlichte, sub- 
konvexe Bereiche. Sei X*(X,Z), Z*(X,Z) ein im Sinne der Beziehung (B) normiertes 


Funktionenpaar, das &* auf &®" abbildet. Es ist dann 


lee Mn Nez) 
X /x-z-0’ N\02 22-0’ \0X/2-2-0’ \02Z /22 





2 (32 V2R)? u[S "u" 

















290 | 
D*(X,Z) '  |faD*(X,Z) 6(32 27)? 0? ons Mi 
oX I, Z=0 | 0Z MER ” VAR, [me ) i 
4(32V2 7)? 0? . 
+ en (et) 


Beweis. Im $ 2 wurde darauf hingewiesen, daß es in jeder Klasse schlichte Be- 3 
reiche gibt, die im Innern einer Hyperkugel vom Radius o’(o’ > o) liegen. Sei { 
X'(X,Z), Z’(X,Z) ein Funktionenpaar, das &*®” auf einen derartigen Bereich ab- 
bildet, X*(X', Z'), Z*(X', Z') dasjenige Paar, das diesen Bereich auf &®" ab- 
bildet. Da 

0X* 0OX*oxX' oxX*oaz' 
































0x ax ax" azax 
ist, so ist 
5 2(32 VAR er usa") 
OX /r=2-0 = Ayo 
Ähnlich erhalten wir die De Abschätzungen für 
u a 
x-Z- J NOX/r-z-0' 02 /x-2=0 
Da ferner 
D*(X,Z) = D*(X',Z') D'(X, Z) 
ist, so ist 
oD*(X,Z oD*(X',Z')oxX!  0D*(X', De t zı 0D'(X, Z) 
12 Br + +, 
»* (X, =) _ 6132 V2 au (S®)J e” 1 24132 /2 a e- [32 Y2 zu (So 
Du er (V Ayo) io V Ro 
" ai ) „.ı[0D*X,Z) 
In gleicher Weise leiten wir die entsprechende Ungleichung für | AZ 5 her. 





Da unsere Ungleichungen für jedes o’(e’ > o) gelten, so gelten sie auch für o. 





Eingegangen 7. Juni 1929. 
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